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Przedmowa

Celem proponowanego skryptu jest praktyczne zapoznanie czytelni-
ka, poprzez prezentowanie przyktadow, z analizg statycznie wyznaczalnych
ptaskich uktadow pretowych.

W dobie powszechnej komputeryzacji i dostgpnosci zawansowa-
nego oprogramowania wspomagajgcego proces projektowania konstrukcji,
studenci czesto zadaja wyktadowcey pytanie o celowos¢ nauki, niekiedy za-
witych zagadnien mechaniki budowli i ,,rgcznego” przeprowadzania analiz
statycznych. OdpowiedZ na to pytanie wydaje si¢ oczywista. Kazdy inzy-
nier, wykorzystujac profesjonalne oprogramowanie wspomagajace proces
projektowania, powinien racjonalnie podchodzi¢ do uzyskanych wynikow,
a tym samym, powinien umiec¢ ,,recznie” zweryfikowaé poprawnos¢ prze-
prowadzonych analiz.

Skrypt adresowany jest w szczeg6lnosci do studentéw studiow sta-
cjonarnych i niestacjonarnych kierunku budownictwo wyzszych uczelni
technicznych.

W ramach kazdego rozdziatu podaje si¢ (skrotowo) podstawy teore-
tyczne niezbgdne do rozwigzania przyktadow, a nastepnie doktadnie prezen-
tuje si¢ same przyktady stanowigce zasadniczg tre$¢ ksigzki.

Mam nadziej¢, ze analiza przedstawionych przyktadéow pomoze
w samodzielnym rozwigzywaniu innych uktadéw pretowych statycznie wy-
znaczalnych i w znacznym stopniu utatwi w przysztosci studiowanie zagad-
nien statycznie niewyznaczalnych.

Jednoczesnie bede niezmiernie wdzigczna za wszelkie merytorycz-
ne uwagi dotyczace niniejszego skryptu.

Joanna Kretowska






Rozdziat 1

1. Statycznie wyznaczalne plaskie uklady pretowe

1.1. Podstawowe pojecia [2]

Bryla sztywna — ciato tréjwymiarowe, w ktorym odlegto$§¢ dwoch dowol-
nych punktow nie ulega zmianie niezaleznie od dziatajacych na to ciato
obcigzen.

Tarcza sztywna — ciato dwuwymiarowe (ptaskie), w ktérym odleglos¢ dwdch
dowolnych punktéw nie ulega zmianie niezaleznie od dzialajacych na to cia-
o obcigzen.

Pret — ciato, ktorego jeden wymiar (dlugosc€) jest znacznie wigkszy od dwu
pozostatych (wymiaréw poprzecznych). Figura tworzaca ksztalt preta, nazy-
wa si¢ przekrojem poprzecznym, a jej kontur, obwodem przekroju.

Modelem preta jest linia, ktorg tworzg geometryczne srodki figur ptaskich,
jakimi sg przekroje prostopadte do osi preta.

Wezet — element konstrukcji budowlanej taczacy prety (miejsce, w ktoérym
schodza si¢ prety).

Uktad pretowy — uktad utworzony z jednego lub wigkszej liczby pretow
polaczonych ze sobg w wezlach. Rozrézniamy uktady pretowe plaskie
1 przestrzenne.

Tarczg sztywng moze by¢ zaréwno jeden pret jak tez uktad pretow,
ktorych osie leza w jednej plaszczyznie, w ktorym odleglosci miedzy po-
szczegolnymi punktami nie ulegaja zmianie, o ile elementy skladowe uwa-
za¢ bedziemy za doskonale sztywne.



Konstrukcje stosowane w budownictwie stanowig na ogot uktady
przestrzenne, jednakze najczesciej mozna je roztozy¢ na szereg uktadow pla-
skich, co w znacznym stopniu ulatwia obliczenia statyczne. Czgsto mamy
przy tym do czynienia z elementami konstrukcyjnymi, ktérych rozmiary po-
przeczne sa mate w poréwnaniu z ich dtugoscia (z elementami pretowymi).

1.2. Geometryczna niezmiennoS$¢ i statyczna wyznaczalno$¢ pla-
skich ukladéw pretowych

1.2.1. Geometryczna niezmiennoS$¢ [2]

Pod wplywem obcigzen dziatajacych na uklad pretowy, poszczegdl-
ne jego elementy doznaja odksztatcen, co powoduje zmiane ksztattu cate-
go uktadu. Uktad pretowy geometrycznie niezmienny jest to uktad, ktérego
posta¢ geometryczna nie ulega zmianom bez odksztalcenia poszczegoélnych
pretow. Przyktadem uktadu geometrycznie niezmiennego jest trojkat, utwo-
rzony z pretdw (tarcz) potaczonych przegubowo, gdyz nie mozna go prze-
ksztatci¢ w inny trojkat bez zmiany dlugosci jego bokow (Rys.1.1.a).

Uktad pretowy, ktdrego posta¢ geometryczna moze si¢ zmienia¢ bez
zmiany dlugosci poszczegdlnych pretow jest uktadem geometrycznie zmien-
nym. Ukladem takim jest prostokat utworzony z pr¢tow potaczonych prze-
gubowo, gdyz mozna go przeksztalci¢ w rownoleglobok bez zmiany diugo-
$ci bokow (Rys.1.1.b).

a) b)

Rys.1.1.

Uktad pretowy jezeli ma spetnia¢ wiasciwie swoje zadanie jako ele-
ment konstrukcji, powinien zajmowa¢ niezmienne potozenie w przestrzeni.
Jako cato$¢ musi by¢ potaczony z podlozem, a poszczegdlne jego elementy
musza by¢ ze sobg potaczone w sposodb geometrycznie niezmienny [2].



Liczba potrzebnych potaczen zalezy od liczby stopni swobody roz-
patrywanego uktadu, czyli liczby niezaleznych parametréw okreslajacych
poltozenie tego uktadu.

Kazde potozenie punktu materialnego w ptaszczyznie okreslone jest
jednoznacznie przez dwa niezalezne parametry (wspotrzedne x,,y, ). Punkt
w plaszczyznie ma zatem dwa stopnie swobody (Rys.1.2.a).

a) b)

Rys.1.2.

Tarcza sztywna w swojej plaszczyznie ma trzy stopnie swobo-
dy, gdyz jej potozenie okreslone jest jednoznacznie przez trzy niezalezne
parametry (np. wspolrzedne x,,y, oraz kat ¢ lub tez wspotrzedne Xy, y,
—Rys.1.2.b).

Potozenie bryly sztywnej w przestrzeni okreslone jest jednoznacznie
przez szes¢ niezaleznych parametrow x,,y,, z, oraz katy ¢ v P Py

1.2.2. Polaczenia pretow i ukladow pretowych [2]

Uklad pretowy sktada si¢ z tarcz. Kazda wyodrgbniona tarcza musi
by¢ geometrycznie niezmienna i ma trzy stopnie swobody wzgledem innej
tarczy lub podtoza (podtoze takze moze by¢ traktowane jako tarcza sztywna).
Wiezy (potaczenia) — elementy zmniejszajace liczbe stopni swobody tarczy
lub uktadu tarcz [2].

Potaczenia mozemy przedstawi¢ w postaci tacznikéw — pretow pro-
stych zakonczonych na obu koncach przegubami (nie uwzglednia si¢ od-
ksztatcen tych pretow, uwazajac je za doskonale sztywne). Prety laczace



tarcze z podlozem, ktore zastepuja podpory stanowia laczniki zewngtrzne,
natomiast prety taczace ze sobg poszczegdlne tarcze uktadu pretowego (za-
stepujace przeguby) sa to laczniki wewnetrzne [2].

Rodzaje polaczen tarczy z podlozem lub inng tarczg [2]:

pojedyncze — (1 tacznik) pozbawia uktad jednego stopnia swobody —
mozliwy jest wzajemny obrot taczonych tarcz oraz przemieszczenie pro-
stopadte do osi tacznika. Polgczenie to odpowiada podporze przegubowej
przesuwnej (Rys.1.3.);

b)

B

Rys.1.3.

podwojne (2 taczniki nierownolegte) — pozbawia uktad dwoch stopni
swobody. Dwa tgczniki nieréwnolegle pozwalaja na wzajemny obrot
(dokota punktu przecigcia si¢ osi tgcznikow) taczonych tarcz. Potaczenie
takie odpowiada podporze przegubowej nieprzesuwnej lub potaczeniu
przegubowemu jednokrotnemu (Rys1.4.);

)

b) ¢) d
5 O H —

Rys.1.4.

a)

przegub taczacy jednocze$nie m tarcz zastgpuje (m -1) przegubdw jed-
nokrotnych. Przegub (m -1) — krotny jest rdwnoznaczny z potaczeniem
utworzonym przez 2(m -1) tgcznikdéw i odbiera uktadowi 2(m -1) stopni
swobody;

podwojne (2 taczniki réwnolegle) — pozbawia uktad dwoch stopni swo-
body. Dwa rownolegle taczniki jednakowej dlugosci umozliwiaja prze-
mieszczenie liniowe prostopadle do osi lgcznikéw. Potgczenie takie
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odpowiada utwierdzeniu z mozliwoscig przesuwu podluznego, czyli tzw.
potaczeniu teleskopowemu (Rys.1.5.);

a) b)

v,

Rys.1.5.

* potrdjne (3 tgczniki nieréwnoleglte, ktére nie przecinajg si¢ w jednym
punkcie) — pozbawia uktad trzech stopni swobody. Trzy taczniki nieréw-
nolegle i nie przecinajace si¢ w jednym punkcie (Rys.1.6.a.) nie pozwala-
ja na zadne przemieszczenia wzajemne tgczonych elementow. Potaczenie
potrojne jest rOwnoznaczne z catkowitym utwierdzeniem (Rys.1.6.).

a) b)

—

Rys.1.6.

1.2.3. Geometryczna niezmiennos$¢ plaskich ukladow pretowych [2]

Uktad pretowy powinien miec tyle pretow taczacych (facznikow)
ile jest konieczne dla zapewnienia mu niezmiennosci geometrycznej. Przy
wlasciwym rozmieszczeniu pretow taczacych spetniona jest zalezno$¢:

3t=r+s (1.1)

gdzie: t-— liczba tarcz w uktadzie pretowym (pomijajac tarcze podtoza),
r — liczba pretow podporowych (lacznikéw zewnetrznych) lacza-
cych uktad z podtozem,
s — liczba pretow (facznikéw wewnetrznych) taczacych ze soba po-
szczegoblne tarcze uktadu.
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Przegub taczacy jednoczes$nie m tarcz jest przegubem (m-1) krot-
nym i jest rOwnoznaczny z potaczeniem utworzonym przez 2(m -1) taczni-
kéw (odbiera uktadowi 2(m-1) stopni swobody). Stad, s = 2(m -1).

Aby unieruchomi¢ pojedyncza tarcze¢ nalezy pozbawi¢ jg trzech
stopni swobody. Mozna to uczyni¢ wprowadzajac trzy prety podporowe
(taczniki zewnetrzne ) taczace tarcze z podtozem (Rys. 1.7.).

c)

a) b

n(

Y % %

Rys.1.7. Calkowite unieruchomienie tarczy za pomocg trzech lacznikow

—
2
7

Mozliwe sg uktady, ktore mimo, ze spetniajg rownanie (1.1) nie sa
uktadami geometrycznie niezmiennymi.

a) b) é % %/ )
uktad gleometrycznie

ety uktad geometrycznie uklad geometrycznie
niezmienny

Zmienny zmienny

Rys.1.8. Przyklady ukladu geometrycznie niezmiennego i geometrycznie zmiennego

Potaczenie tarczy z podtozem (lub inna tarczg) za pomocg trzech
tacznikow nieréwnoleglych nie jest warunkiem wystarczajacym. Warun-
kiem dostatecznym jest to, ze osie tacznikoOw nie przecinaja si¢ w jednym
punkcie (nie powstaje chwilowy $rodek obrotu). Rysunek 1.8.a przedstawia
uktad geometrycznie niezmienny natomiast rysunki 1.8.b i 1.8.c przedsta-
wiajg uktady geometrycznie zmienne.

Dla pojedynczej tarczy sztywnej podpartej przegubem rzeczy-
wistym 1 prgtem podporowym warunkiem dostatecznym geometrycznej

12



niezmiennosci jest to, aby przegub rzeczywisty nie znajdowat si¢ na kie-
runku preta podporowego. Rys.1.9.a przedstawia uktad geometrycznie nie-
zmienny natomiast Rys.1.9.b przedstawia uktad geometrycznie zmienny.

a) b)

# 3

uklad geometrycznie

uklad geometrycznie ——

niezmienny

Rys.1.9. Przyklady ukladu geometrycznie niezmiennego i geometrycznie zmiennego

Czesto wykorzystywanym uktadem tarcz sztywnych jest uktad trdj-
przegubowy. Dla takiego uktadu warunkiem dostatecznym geometrycznej
niezmiennosci jest fakt, ze trzy przeguby nie znajdujg si¢ na jednej proste;j.
Rysunek 1.10.a przedstawia uktad geometrycznie niezmienny natomiast ry-
sunek 1.10.b przedstawia uktad geometrycznie zmienny.

a) b)

uklad geometrycznie uklad geometrycznie
niezmienny zmienny

Rys.1.10. Przyklady ukladu geometrycznie niezmiennego i geometrycznie zmiennego

Aby unieruchomi¢ ptaska tarcze nalezy potaczy¢ ja z podtozem trze-
ma tgcznikami, nie przecinajacymi si¢ w jednym punkcie i nierownolegly-
mi. Jesli do takiego uktadu dotaczymy nastepng tarcze potaczong rowniez
trzema tgcznikami (z sgsiednig tarcza i podlozem) nie przecinajacymi si¢
w jednym punkcie i nieréwnoleglymi, to uktad tarcz bedzie geometrycznie
niezmienny (Rys.1.11).

13
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Rys.1.11. Przyklady ukladu geometrycznie niezmiennego zlozonego z plaskich tarcz

1.2.4. Statyczna wyznaczalnos¢ plaskich ukladow pretowych [2]

Uktad tarcz sztywnych jest statycznie wyznaczalny (jest zewnetrz-
nie statycznie wyznaczalny) jezeli tarcza jest zwigzana z podlozem lub
z inng tarczg za pomocy trzech tacznikdéw nierownoleglych, ktorych osie nie
przecinaja si¢ w jednym punkcie (liczba sktadowych reakcji wynosi 3).
Stopien statycznej niewyznaczalnosci plaskiego uktadu pretowego mozemy
zatem wyznaczy¢ z zaleznosci:

n=(r+s)—3t (1.2)

gdzie: n - stopien statycznej niewyznaczalnosci ptaskich uktadéw preto-

wych,

t—liczba tarcz w uktadzie pretowym (z pominigciem tarczy podtoza),

r — liczba pretow podporowych (tgcznikow zewnetrznych) tacza-

cych uktad z podtozem,

s — liczba pretow (tacznikow wewnetrznych) taczacych ze sobg po-

szczegolne tarcze uktadu, s=2(m-1), gdzie m — liczba tarcz potaczo-

nych przegubem.

Jezeli: n =0 - uklad pretowy jest statycznie wyznaczalny,

n < 0 — uktad pretowy jest geometrycznie zmienny (mechanizm),

14



n > 0 — uktad pretowy jest statycznie niewyznaczalny (uktad prze-
sztywniony) — ma on wigcej potaczen niz to jest konieczne dla za-
pewnienia jego kinematycznej i statycznej wyznaczalnosci.

Jezeli n=k to taki uktad pretowy jest k-krotnie statycznie niewyzna-
czalny. Usuwajac w uktadzie przesztywnionym niektore polaczenia obniza-
my krotnos$¢ jego statycznej niewyznaczalnosci.

Jesli w uktadzie wystepuja obszary zamknigte utworzone przez
sztywno potaczone ze sobg prety to stopien statycznej niewyznaczalnosci
wyznaczamy z zaleznosci [2]:

n=(r+s)—3(t-2) (1.3)

gdzie: z — liczba obszaréw zamknigtych utworzonych przez sztywno pota-
czone ze sobg prety.

Przykiad 1.1.

Dla ptaskich uktadéw pretowych przedstawionych na Rys.1.12. okresli¢ sto-
pien statycznej niewyznaczalnos$ci.

Stopien statycznej niewyznaczalnosci n = (r + s) — 3(t-z)

T T

n=4+2-3(2-0)=0

sl

w

n=5+0-3(1-1)=5 n=7+2-3(2-0)=

= iz

n=3+2-3(2-0)=-1

n=5+10-3(5-0)=0
n=5+6-3(3-0)=2

Rys.1.12.
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1.3. Typy plaskich ukladow pretowych

a)

c)

belka — uktad pretowy sktadajacy si¢ z jednego lub wielu pretow, kto-
rych osie leza na poziomej prostej, podparty w sposob geometrycznie
niezmienny. Jezeli belka sktada si¢ tylko z jednego preta, to nazywamy
ja belka prostg (jednoprzestowa) — Rys.1.13.a. Belkg powstalg poprzez
potaczenie dwodch lub wigcej belek prostych nazywamy belka ztozong
(ciagta, wieloprzgstowa) — Rys.1.13.b.;

rama (ramownica) — uktad pretowy ztozony z pretéw prostych, nie leza-
cych na jednej prostej, podpartych i polaczonych w sposob geometrycz-
nie niezmienny; ram¢ utworzong z pretow, ktorych osie leza w jednej
ptaszczyznie, nazywamy ptaska — Rys.1.13.c.;

kratownica — uktad pretow prostych potagczonych przegubami w weztach
majacy niezmienng geometrycznie posta¢ — Rys.1.13.d.;

huk — uktad pretowy ztozony z jednego lub wielu pretéw zakrzywionych,
podpartych i potagczonych ze soba w sposdb geometrycznie niezmienny;
huk ztozony z zakrzywionych pretow, ktérych osie leza w jednej ptasz-
czyznie, nazywamy ptaskim — Rys.1.13.e.

b)

>
>

=

| >

| D

7ay
5, T

7777

kizyzulec pas gorny wezel

d)

wezel

I rygiel wezel

A
é \shupek pas dolny A
shup
e)

Rys.1.13. Typy plaskich ukladéw pretowych
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Rozdziat 2

2. Sily wewnetrzne w statycznie wyznaczalnych
plaskich ukladach pretowych

2.1. Definicja sil wewnetrznych [1],[3],[4]

Rozwazmy ciato bedgce w rownowadze pod dziataniem uktadu sit
zewngetrznych (Rys.2.1.1.a). Pod wptywem przytozonych obcigzen zewngtrz-
nych cialo zmienia swoje ksztalty i wymiary ale, dzigki istnieniu sil mie-
dzyczasteczkowych, zachowuje ciggtos¢. Jezeli przetniemy ciato myslowo
przekrojem o — o na dwie czgsci (Rys.2.1.1.b), to na ptaszczyznie przekroju
wystapia sity wzajemnego oddzialywania oddzielonych czesci (Rys.2.1.1.b).

a) Fs
II
Fs
F,
b)
Fs
II
F;
Fy

Rys.2.1.1. Cialo bedace w rownowadze obciazone sitami zewnetrznymi
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Sity te mozna zredukowac¢ do wektora gtdéwnego R i momentu glow-
nego m przyjmujac za punkt redukcji §rodek przekroju (punkt C). Oddzia-
lywanie czesci I na czg$é 11 zastepujemy wektorami Ri —MZ zaczepionymi
w punkcie C. Oddziatywanie czgsci Il na czes¢ | przedstawiono w analogicz-
ny sposob (Rys 2.1.2.). Na podstawie trzeciego prawa dynamiki Newtona
wektory Ri MC obrazujace oddziatywanie czesci I na czes$¢ 11 oraz czgsei 11
na cze¢$¢ [ majg taka sama warto$¢ i ten sam kierunek, lecz przeciwne zwroty.
Poniewaz ciato jest w rdwnowadze to i kazda z dwdch wycietych czesci tego

ciata tez musi by¢ w rownowadze.

Fs

Rys.2.1.2.

Z szesciu rownan rownowagi dla przestrzennego uktadu sit zapisa-
nych dla jednej z wycietych czesci ciala mozna wyznaczy¢ wielkosci nie-
wiadome: trzy skladowe momentu gtownego i trzy sktadowe wektora glow-
nego (Rys.2.1.3.). Wielkosci te nazywamy sitami wewnetrznymi (sitami
przekrojowymi).

Biorac pod uwage efekt dziatania poszczegolnych sktadowych wek-

tora gldéwnego R i momentu gléwnego MC okresla sig je jako:
— sita normalna (podtuzna),

Ty — sita poprzeczna (tngca) w kierunku osi y,

T, — sita poprzeczna (tngca) w kierunku osi z,

M_— moment skrecajacy,

M, — moment zginajacy wzgledem osi y,

M, — moment zginajacy wzglgdem osi z.

18



Rys.2.1.3.

2.2. Sily wewnetrzne w plaskich ukladach pretowych [3],[4],[5],[6]

W konstrukcjach pretowych sity wewnetrzne (wektor gtdéwny R
i moment gtéwny W) w przekroju poprzecznym sg zredukowane do $rodka
cigzkosci pola przekroju poprzecznego, czyli punktu lezacego na osi preta.

Poniewaz mamy do czynienia z ptaskim uktadem sil, to mozemy
go zredukowaé¢ w dowolnym przekroju poprzecznym do trzech sil przekro-
jowych: sktadowej rownoleglej do osi preta nazywanej sita podtuzng — N,
sity prostopadtej do osi preta nazywanej sitg poprzeczng — T oraz do mo-
mentu — M, ktoéry z racji efektu dziatania na pret, nazywany jest momentem
zginajacym.

Rozwazmy belke swobodnie podparta przedstawiong na Rys.2.2.1.a.
Wszystkie obcigzenia redukujemy do osi cigzkosci belki w zwiagzku z tym,
obcigzenie poziome roztozone w sposob ciagly na goérnej krawedzi belki
q,, spowodowato powstanie w osi belki dodatkowego momentu cigglego

h
m= Qx> (Rys.2.2.1.b.).
Przedstawione na Rys.2.2.1.c. zwroty sit wewnetrznych traktujemy,
zgodnie z przyjeta umowa znakowania jako dodatnie.

Umowa odno$nie znakowania — na Rys.2.2.1.c przedstawiono dodatnie
zwroty sit wewngtrznych N, T, i M dziatajacych odpowiednio na lewa
i prawg strone przekroju a-o .
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Rys.2.2.1.[4]

2.2.1. ZaleznoSci réozniczkowe miedzy silami wewnetrznymi i ob-
cigzeniem zewnetrznym [3]

W celu wyznaczenia zalezno$ci rézniczkowych wystepujacych
miedzy sitami wewngetrznymi i obcigzeniem zewngtrznym rozwazmy bel-
ke swobodnie podpartg przedstawiong na Rys.2.2.2.a. Z belki tej wycinamy
nieskonczenie maly element o dtugosci dx przedstawiony na Rys.2.2.2.b.
Wewnetrzne sity przekrojowe obrazuja wzajemne oddziatywanie wycietych
fragmentéw belki.

Przedstawione na Rys.2.2.2.b. zwroty sit wewnetrznych traktujemy,
zgodnie z przyjeta umowa znakowania sit wewnetrznych, jako dodatnie.

Mozna przyjac, ze dla elementu o dlugos$ci dx obciazenia zewnetrz-
ne majg warto$¢ statg. Sity wewnetrzne, podobnie jak obcigzenie, sg w tym
przypadku funkcjami wspoirzednej x.

Dla wycictego elementu o dlugosci dx, przedstawionego na
Rys.2.2.3.a. mozemy napisa¢ trzy rOwnania rownowagi.
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a) o Qlp b) & oty

q,v qy
Ty T
Mo+dldy A Mo+dly
/i
™ yalle ) c, & ) x
Na ‘/7(;‘/ NoctdVa Na' ¢ _/ Na+dVe
Ma : To+dTn T TatdTy y
dx dx
e o o4 o
Rys.2.2.3.

Y Fy =0; —Ty+qydx+ (T, +dT,) = 0
Y Fiyy = 0; =Ny + gxdx + (N + dN,) = 0 2.1)

XMy =0; =My — Todx — mdx + qydx% + My, +dM,) =0

Z powyzszych réwnan, po pominieciu matych wielkosci wyzszego
rzedu, uzyskujemy rézniczkowe zalezno$ci migdzy sitami wewng¢trznymi
i obcigzeniem zewnetrznym:

dT,

dx b

ANe _ _ (2.2)
dMy

v T, +m

W pretowych elementach konstrukcyjnych, w wigkszosci przy-
padkoéw mamy do czynienia ze stanem obcigzenia, w ktorym g =0 i m=0
(Rys.2.2.3.b), wowczas rozniczkowe zaleznosci miedzy sitami wewnetrzny-
mi i obcigzeniem zewngtrznym majg postac:

dr,
dx b
dM,,

_ 23
— T, (2.3)
M, dT,

o2 D
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. . dMg 5 . .
Z zalezno$ci ™ T, mozna wywnioskowaé, ze:
Jjezeli rownanie sit tngcych zeruje si¢ w pewnym punkcie, to moment zgina-
Jjgcy osigga w tym punkcie ekstremum (maksimum lub minimum wartosci
w tym przedziale).

2.3. Belki proste — sily wewnetrzne

Poniewaz sily przekrojowe (sity wewngtrzne) wyrazaja wytezenie
w przekroju projektowanego elementu, dla projektanta istotna jest znajo-
mos¢ tych sit w kazdym punkcie konstrukcji. W tym celu okresla si¢ réwna-
nia funkc;ji sit wewngtrznych (momentu zginajacego, sity poprzecznej i po-
dluznej), na podstawie ktérych sporzadza si¢ wykresy tych sit. Rownania
te zapisuje si¢ jako funkcje polozenia przekroju w jego wiasnym ukladzie
lokalnym.

*  Obcigzenie silq skupiong
a) belka wspornikowa (Rys.2.3.1.)

H\\HHHpgna@)
Plsina
M @

Peosa
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P N
F e :
| Ni(x)
v, T(x)

Rys.2.3.2.

Rownania sit wewnetrznych wyznaczymy jako funkcje potozenia
w przekroju odlegtym o x od punktu A w jego wlasnym uktadzie lokalnym,
piszac rownania rownowagi dla wycietej lewej czesci belki (Rys.2.3.2.).

Przedziat AB: 0 <x </

2 Fy=0; T(x)+ Psina =0 - T(x) = —Psina
YF,=0; N(x)+ Pcosa=0 -  N(x) = —Pcosa
XMy =0; M(x)+Psina-x=0 - M(x) = —Pxsina

Korzystajac z réwnania momentu zginajagcego mozemy wyznaczyC jego
warto$ci na koncach belki AB:

dax=0 M(x)=0adlax=1[1 M(x)=—Plsina

Ostateczne wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys.2.3.1.
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b) belka swobodnie podparta (Rys.2.3.3.)

A B X
_______D _______ [

A_ 7%7 |

A7 |

P# 7 TE 'Y

7 | 2

l/2

&

o~y

i

Rys.2.3.3.

Rownania sit przekrojowych jako funkcje polozenia przekroju na-
lezy wyznaczy¢ w dwoch przedziatach np.: w przekroju odlegtym o x od
punktu A, piszac rownania rownowagi dla wycigtej lewej czesci belki oraz
w przekroju odlegtym o x, od punktu B piszgc rownania rownowagi dla wy-
cietej prawej czesci belki (Rys.2.3.4.).

\ e o . e )
A i | e M ﬁx}) ‘( | B
~ 5 ) .Y
Ea i Ny N T
BT T(x) T(xy) TL;
2
Rys.2.3.4.
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Przedziat AD: 0 < x <%

P P
YFy=0 T()—3=0 > T =<
YFx=0; N(x)=0

dlax=0 M(X)=0adlax=é M(x)=%l
Przedziat BD: 0 < x; <é

P
ZFiyzo; _T(xl)—EZO - T(xl)z__
XFx=0; N(x;) =0

ZM(Cl) :O; _M(x1)+§'x1:() - M(xl)zgxl
dlax; =0 M(x)=0adax; =5 M=%

Ostateczne wykresy sil wewnetrznych przedstawiono na Rys.2.3.3.

*  Obcigienie momentem skupionym

a) belka wspornikowa (Rys.2.3.5.)

YIS

Rys.2.3.5.
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Przedzial AB: 0 < x <

Roéwnania sit wewngtrznych wyznaczymy jako funkcje polozenia w prze-
kroju odlegltym o x od punktu A (Rys.2.3.5.).

L (A i A
; ‘7 Nw
v T(x)
Rys.2.3.6

Réwnania rownowagi dla wycigtej lewej czesSci belki (Rys.2.3.6.) maja
postac:
X Fy =0; T(x)=0

NF,=0; Nx =0
YMep=0 ME+M=0 > Mx)=-M

Ostateczne wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys.2.3.5.
b) belka swobodnie podparta (Rys.2.3.7.)

| X | M | X1
— {> |
|
Y N B r,,,,i(
AN D ‘
Vi / }
Mﬂ ] ‘LM T
T j
Til/Zﬂ
M
!

| o
SIS

|
|
|
|
|
|
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Rownania sit przekrojowych jako funkcje potozenia przekroju na-
lezy wyznaczy¢ w dwoch przedziatach np.: w przekroju odleglym o x od
punktu A, piszac rownania rownowagi dla wycigtej lewej czesci belki oraz
w przekroju odlegltym o x, od punktu B piszgc rownania rownowagi dla wy-
cigtej prawej czesci belki (Rys.2.3.8.).

| X - ‘ X ‘

‘ T M(x:;) 1 [
wMw o T s
. (l Nix) N T LW
“{T 7(x) I(x) |

Rys.2.3.8.

Przedziat AD: 0 < x <é

SFy=0; T®)-5=0 - T@)==
XFx=0; Nx)=0

XM =0; M(x)—%-x=0 - M(x)=¥x

dlax =0 M(x)=0 adlax=> M(x) =73

Przedziat BD: 0 < x; <é
ZFiy=O; _T(xl)‘l'%:() e T(X1)=¥
YFy=0, N(x)=0

M M
2:M(COZO; _M(xl)—T'Jq:O - M(xl):_Txl

dla x; =0 M(x)=0adax; =5 M(x)=-7%

Ostateczne wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys.2.3.7.
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*  Obcigzenie ciggle rownomiernie roztoZone o intensywnosci q

a) belka wspornikowa (Rys.2.3.9.)

Rys.2.3.9.

Przedzial AB: 0 < x <

Roéwnania sit wewnetrznych wyznaczymy jako funkcje polozenia w prze-
kroju odleglym o x od punktu A. piszac réwnania rownowagi dla wycigtej
lewej czesci belki (Rys.2.3.10.).

—
x2 |
| x/2 ]
|
qr
! | ~M)
4 YYVYVYVVYVY
C
N(x)
,q,x
T(x)
Rys.2.3.10.

Roéwnania réwnowagi dla wycietej lewej czgsci belki (Rys.2.3.10.) maja
postaé:
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YFy=0 T(X)+qgx=0 - T(x)=—qx
dax=0 Tx)=0x=1 T(x)=—ql
YF,=0; NXx =0

_ x qx?
LM =0, MHE)+qx-5=0 - M) =-=—

l ql? ql?
dax=0 M(x) =0 x=2 M) =-"=x=1 M(x)=—-=

Ostateczne wykresy sil wewnetrznych przedstawiono na Rys.2.3.9.

b) belka swobodnie podparta (Rys.2.3.11.)

Nt §
)
- é L
rofS, AR,
“___
S :

(M)
4 |
O N)

Rys.2.3.11.

PrzedziatAB: 0 < x <

Roéwnania sit przekrojowych wyznaczymy jako funkcje potozenia
w przekroju odlegtym o x od punktu A w jego wlasnym uktadzie lokalnym,
piszac rownania rownowagi dla wycietej lewej czesci belki (Rys.2.3.12.).



|
| >
| |

g
q

br bl ] M®
AYYYYYYYYVY

| &
i e i N(x)
9—’1 T(x)
2
Rys.2.3.12.
Y Fy =0; —q;l+qx+T(x)=0 - T(x)zq;l—qx

dla x =0 T(x)=q;l; x=1 T(x)=_q?l

Tx)=0 - q?l—qxzo - xzé
=0, NG@)=0

— 0 a4t _ _a
XM =0; M(x)+qx2 2x-O - M(x)—zx
dax=0 Mx)=0, x=1 M) =0;

X =

Loy =l 16 e
2 2 2 2 8

qx?
2

Ostateczne wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys.2.3.11.

*  Obcigienie zmienne liniowo

a) belka wspornikowa (Rys.2.3.13)
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Rys.2.3.13.

Rys.2.3.14.

Przedziat AB: 0 < x <

Rownania sit wewnetrznych wyznaczymy jako funkcje potozenia
w przekroju odleglym o x od punktu A (Rys.2.3.14.).

SRy =0,  T@+3q@x=0 - T()=-;q®x
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poniewaz

g = _q(x) - (x) = ﬁ
1~ x 1 z

1 1qx 1gx?
M0 =—gatx=—37x="37T

dlax =0 T(x)=0;x=é T(x):—%ql;x:l T(x)z_gql
YF,=0; N@) =0
3
ZM(C)=0; M(x)+%q(x)x-;—6=0 - M(x):-%qxx.;_cz—&
2
dlax=0 M(x)=0;x=é M(x)=—%;x=l M(x):—ﬂ

Ostateczne wykresy sil wewnetrznych przedstawiono na Rys.2.3.13.

b) belka swobodnie podparta (Rys.2.3.15.)

5 q(x) g
|
eriiilily
|
: b
gl = ] | ﬂ’ Yy
6 ] %] J

Rys.2.3.15.
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Przedzial AB: 0 < x <1

Rownania sit przekrojowych wyznaczymy jako funkcje potozenia
w przekroju odleglym o x od punktu A (Rys.2.3.16.).

4; qx)

-

Loty Lo
ﬂ(x)x& l NG
T(x)

9 1 | aw

Rys.2.3.16.

l l
Y Fy = 0; —%+%q(x)x+T(x)=0 - T(x)=%—%q(x)x

poniewaz
q q(x)
7=T Coa=T

x:é T(x) =+=ql
x=1 T(x) =—-ql
T(x)=0 N
6 2 1 3
Y F, =0; N(x)=0

-0 _4a 1 X
XM =0; M(x) 6x+2q(x)x 3—0—>

1qx x ql qx3

M) =Cx—3Fx3=5x =

dla x =0 M(x)=0;
x=1 M(x)=0;

x=— Mkx)=— 27.
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Ostateczne wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys.2.3.15.

*  Obcigienie ciggle momentem o intensywnosci m

a) belka wspornikowa (Rys.2.3.17).

Rys.2.3.17.

Przedziat AB: 0 < x <

Roéwnania sit przekrojowych wyznaczymy jako funkcje potozenia
w przekroju odleglym o x od punktu A (Rys.2.3.18.).

I %z |

l— »
|
mx
m=ql g\‘)} M(x)
A C)

N(x)

iT(x)
Rys.2.3.18.
YNF,=0; T(x)=0
XFx=0; Nx)=0
XM =0 Mx)—-mx=0 - M(x)=mx=qlx
dla x=0 Mx =0; =x=1 M) =ql?
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Ostateczne wykresy sil wewngtrznych przedstawiono na Rys.2.3.17.
b) belka swobodnie podparta (Rys.2.3.19.)

X
mx
m=ql

“d |
qll gl Ty
|
= @
-ql S -ql
| S ®
—o—— ®
Rys.2.3.19.

Przedziat AB: 0 < x <[

Rownania sit wewnetrznych wyznaczymy jako funkcje potozenia
przekroju odlegtym o x od punktu A, piszac rownania rownowagi dla wycig-
tej lewej czesci belki (Rys.2.3.20.).

J '
o C]u’ mx

TT‘ﬁ’TTj M)

4 —
i N(x)

qi T (x)

/

Rys.2.3.20.
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SFy=0; —ql-T@®=0 - T&=-gl
X Fi =0; N(x)=0
XM =0 M -mx+qlx=0 - Mx)=qlx—qlx=0

Ostateczne wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys.2.3.19.

Podsumowanie

Powyzsze analizy rozkladu sit wewnetrznych od zadanego obciaze-
nia pozwalaja na stwierdzenie ze:

+ warto$¢ sity podtuznej (normalnej) N, w danym przekroju o jest rtowna
sumie algebraicznej wszystkich sit lezacych po jednej stronie analizo-
wanego przekroju zrzutowanych na kierunek normalny do przekroju,

» warto$¢ sily poprzecznej (tnacej) T, w danym przekroju o jest rOwna
sumie algebraicznej wszystkich sit lezacych po jedne;j stronie analizo-
wanego przekroju zrzutowanych kierunek tego przekroju,

* warto§¢ momentu zginajacego M, w danym przekroju a jest rowna
sumie algebraicznej] momentow od wszystkich sit lezacych po jed-
nej stronie analizowanego przekroju wyznaczonych wzgledem Srodka
ciezkos$ci tego przekroju.

Sify wewnetrzne — konwencja znakow (Rys.2.3.21.)

 sila normalna (podtuzna) — sita rozciagajaca pret jest dodatnia,

+ sita poprzeczna (tngca) — sita powodowana przez obcigzenie znajdu-
jace si¢ po lewej stronie przekroju i dziatajace do gory lub znajdujace
si¢ po prawej stronie przekroju i dzialajace do dotu jest dodatnia,

*  moment zginajacy — moment rozciggajacy widkna dolne jest dodatni.
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Rys.2.3.21.

Uwagi odnosnie sporzgdzania wykresow sit wewnetrznych:

a) Wykresy sit tngcych:

rz¢dne dodatnie wykresow sit tngcych odktada si¢ nad osig (po stronie
przeciwnej niz spody) wpisujac znak,

jezeli w przedziale nie ma obcigzenia ciagltego poprzecznego to wy-
kres sit tnacych jest staty, réwnolegly do osi preta,

jezeli w przedziale jest moment skupiony przytozony w danym punk-
cie to obcigzenie takie nie wplywa na ksztalt wykresu sil tnacych,

jezeli w punkcie przylozona sita skupiona prostopadta do osi preta,
na wykresie sil tngcych pojawia si¢ w tym punkcie skok o wartos§¢
dziatajacej sity,

jezeli w przedziale dziata obciazenie ciagle o statej wartosci to wykres
sit poprzecznych na tym odcinku jest zmienny liniowo a catkowita
zmiana ma warto$¢ wypadkowej tego obcigzenia,

jezeli w przedziale dziata obcigzenie ciggte zmienne linowo to wykres
sil poprzecznych na tym odcinku zmienia si¢ parabolicznie a catkowi-
ta zmiana ma warto$¢ wypadkowej tego obciazenia,
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jezeli rbwnanie sit tnacych zeruje si¢ w przedziale (sita tnagca zmienia
znak), to wykres momentoéw osigga ekstremum (maksimum lub mini-
mum) w tym punkcie.

b) Wykresy momentow zginajgcych:

rzgdne dodatnie wykresu momentoéw zginajacych odktada si¢ pod osia
(po stronie spodow);

wykresy momentéw zginajacych nie muszg by¢ znakowane, jednakze
nalezy je wykona¢ po stronie widkien rozcigganych,

jezeli w przedziale jest moment skupiony przytozony punktowo to jest
to jedyna sytuacja, w ktorej na wykresie momentow zginajacych poja-
wia si¢ skok o warto$¢ tego momentu,

jezeli w danym punkcie przylozona jest sita skupiona prostopadta do
osi preta, wykres momentow jest prostg rosnacg lub malejacg zaleznie
od znaku sily tngcej (na wykresie momentow w miegjscu przylozenia
sily zawsze pojawia si¢ zatamanie),

jezeli w przedziale dziala obcigzenie ciagte o stalej wartosci to wy-
kres momentéw na tym odcinku ma ksztatt paraboliczny i jest ,,wy-
brzuszony zgodnie z dziataniem obciazenia”,

jezeli w przedziale dziata obcigzenie ciaglte zmienne liniowo to wy-
kres momentéw na tym odcinku ma ksztatt krzywej trzeciego stopnia
,»Wybrzuszonej zgodnie z dzialaniem obcigzenia”,

jezeli rbwnanie sit tnacych zeruje si¢ w przedziale (sita tnagca zmienia
znak), to wykres momentow osigga ekstremum (maksimum lub mini-
mum) w tym punkcie.

Wykresy sit podtuznych:

wykresy sit podtuznych rysujemy zazwyczaj symetrycznie wzgledem
osi ze znakiem (w niektdrych pozycjach literatury dodatnie wykre-
sy sil normalnych odktada si¢ nad osia, a ujemne pod osia, wpisujac
znak).

Tok postepowania przy sporzqdzaniu wykresow sif wewnetrznych w plaskich

uktadach pretowych:

wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci n (dla konstrukcji
statycznie wyznaczalnych n=0),

obliczenie reakcji podpor,
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* okreslenie przedziatow zmiennosci sil wewnetrznych,
* napisanie rownan sit wewnetrznych w poszczegolnych przedziatach,

* okreslenie wartosci sit wewnetrznych w miejscach charakterystycz-
nych (poczgtek i koniec przedziatow, miejsca ekstremow),

* sporzqdzenie wykresow sit wewnetrznych.
2.3.1. Przyklady obliczeniowe — belki proste

Przyktad 2.3.1.

Dla belki przedstawionej na Rys.2.3.22. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrz-
nych.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci n=0,

2. Obliczenie reakcji:
Y Fy =0; R4y +Rpy,+4qlsina =0

YF,=0; Ry —4qlcosa=0
Y M =0; Rgy-2l—ql*+4qlsina-4l=0

7

stad Ry = 4qlcosa = 2\/§ql, Ry, = %ql, Rpy = _qu

3. Rownania sit wewngtrznych w poszczegbdlnych przedziatach:

Przedziat AB 0 < x; < 21

3
T(x1) = qu

3
M(xy) = Sal x + ql?

M(x; = 0) = ql? M(x; = 20) = 2ql- 20 + ql? = 4q1?

N(x;) = —2V/3ql

Z powyzszych rownan wynika, ze sita thgca w badanym przedziale ma sta-

3 . T . e q]2
I3 wartosc (5 ql) natomiast moment zmienia si¢ liniowo od warto$ci ql%do

4ql?
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W% V\% a=30°
4ql
RA_\‘ ?RB}'
. 21 By 21 ,
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qr’
2{3ql <;1\‘ B c 23ql
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¥ } |
TEI]

: 2
|
1

|
| P
S
|
|
(_\

23
Rys.2.3.22.
Przedziat CB 0 < x, < 21
T(x,) = —2ql
M(x,) = 2ql - x,
M(x,=0)=0 M(x, = 21) = 2ql - 21 = 4ql?

N(x,) = —2v3ql

W przedziale tym sita tngca ma statg warto$¢ (—2¢/) natomiast moment zmie-
nia si¢ liniowo od 0 do 4¢/~.

Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.3.22.
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Przyktad 2.3.2.
Dlabelki przedstawionejnarys.2.3.23. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

2ql
4ql P/> q
a=30° 7%‘)‘4 B CA”””””D
RB.\' g
?RE‘_\' TRC 1’%‘

27 A A

Rys.2.3.23.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci n=0,

2. Obliczenie reakcji:

Y Fy =0, Rp,+ Rc—4qlsina—2ql=0

Y2F,=0; —Rpy+4qlcosa=0

XMy =0; —Rpy-2l+4ql*+4qlsina-4l—2ql-1=0
stad Rpy = 4qlcosa = 2v3ql, R; = —ql, Rg, = 5ql.
3. Réwnania sit wewnetrznych w poszczegdlnych przedziatach (Rys.2.3.24):

Przedziat AB 0 < x; < 21 (Rys.2.3.24)
T(x;) = —2ql

M(x;) = —2ql - x,
M(x;=0)=0 M(x; =20 =—-2ql-2l = —4ql?
N(xl) = _2\/§ql

Sita tngca w badanym przedziale ma stalg warto$¢ (—2¢/) natomiast moment
zmienia si¢ liniowo od wartosci 0 do —4¢/°. Sita podtuzna jest $ciskajgca
i wynosi —2v3ql

Przedziat BC 0 < x, < 2[(Rys.2.3.24)
T(x,) = —2ql + 5ql = 3ql

M(xy) = —2ql- (2L + x,) + 5ql - x, — 4ql?
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M(x, = 0) = —8ql?

M(x, = 21) = —2ql- (2L + 21) + 5ql - 21 — 4ql? = —2ql?

N(x;) = —2V3ql +2V/31 = 0

W przedziale tym sita tngca ma stalg wartos¢ (3¢/) natomiast moment zmie-

nia si¢ liniowo od —8¢/* do —2¢/. Sita podtuzna wynosi 0.

| X

)
Lo dal’ X}
241 r>q T
213'ql y.4 B CWD
23°ql " L qm‘ i
5qu ‘ql L
S NS
2
E
| BT @) [q!]
2LU—LU?]—U—L2

| |
| 8
|
‘ 4
il
el I @ [qF]
| | |

| 1

- —— ) [4!]
23 2F '
|

Rys.2.3.24

Przedzial DC 0 < x3 < 21 (Rys.2.3.24)
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T(x3) = qx3
T(x3=0)=0 T(x3 =20) =q-2l=2ql

(xs)z

M(x3) = —qx3 5 = —q =

)2 1 .02
M(.X3=0)=0 M(x3=l)=—q_=——ql

2 2
2?
MG =2D) = —¢ =

= —2ql?

N(.X3) =0
W przedziale DC sila tngca zmienia si¢ liniowo od 0 do 2¢/ natomiast mo-

ment zmienia si¢ parabolicznie od 0 do —2¢/2. Sita podtuzna wynosi 0. Wy-
kresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.3.24.

Przyktad 2.3.3.
Dla belki przedstawionej Rys. 2.3.25. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

X, %
- 2
6ql

qix4)

R.:{.\' —A—
f Lqtxyxs
TRC
y o, 1 Y 31 i
7 7 v 7
Rys.2.3.25.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci n=0,

2. Obliczenie reakcji:

ZFix =0; RAx =0
YMiy=0; —My+6ql-1+4ql?>—3ql-21=0
stad: Ryy =0 R, =9ql M, = 4ql?
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3. Réwnania sit wewngtrznych w poszczegodlnych przedziatach (Rys.2.3.25):
Przedziat AB 0 < x; < [(Rys.2.3.25).

T(x) =0

M(x,) = M, = 4ql?

N(x;) = —Rg =0

W analizowanym przedziale zaréwno sita poprzeczna jaki i podtuzna sa
rowne 0 natomiast moment zginajacy jest staty i wynosi 4¢/.

Przedziat BC 0 < x, < [ (Rys.2.3.25).
T(x,) = —6ql
M(x,) = —6ql - x, + My = —6ql - x, + 4ql?
M(x, = 0) = 4ql? M(x, =1) = —6ql-1+ 4ql* = —2ql?
N(xz) = =Ry =0
W przedziale tym sita tngca ma stalg warto$¢ (—6¢/) natomiast moment zmie-
nia sie liniowo od 4¢ do —2¢P. Sita podtuzna wynosi 0.
Przedzial CD 0 < x3 < [(Rys.2.3.25)
T(x3) = —6ql + R, = —6ql + 9ql = 3ql
M(x3) =M, —6ql- (1 + x3) + Rc - x3 — 4ql? =

= 4ql2 — 6ql- (1 + x3) +9ql - x5 — 4ql?
M(x; = 0) = 4ql? — 6ql -1 — 4ql? = —6ql?
M(x;=1)=4ql> —6ql- (Il +1)+9ql-1— 4ql*> = —3ql?
N(x3) = =Ry =0
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Przedziat ED 0 < x, < 3[(Rys.2.3.25).

q(xs) _2q () = 29%
X, 3l Txa) = 73

1 2qx, _ qxs’

1
T(x4)=5q(x4)-x4=5- 31 "Xy = 31

TG, =0)=0 T(x,=21)=3q1  T(x,=30)=3q

1 2qx, X4 (x4)®
3 9l

M(x, =0) =0 M(x,=21)=-2q12
M(x, = 31) = —3ql?
N(x4_) == 0

W przedziale ED sila tngca zmienia si¢ parabolicznie od 0 do 3¢/ natomiast
moment zmienia si¢ zgodnie z rownaniem krzywej trzeciego stopnia od 0 do
—2¢/P*. Sita podtuzna wynosi 0.

4qr 6ql 4l q(x)
0 622 14 B 9 DM E
|

% *lq(w)/\ﬁ
T N
| | 9ql | |
| | 9 | |
| | | | |
| | | | |
| Clemiess ’
| | 0 |
— | (D) [q
| 7 | |
| 6 6 | |
I I I | {
[4)
| | ) |
I |2 S :
| 2
@/ i ] 1 @ [aF]
i | | I
4 14 | | |
| | | | |
I I l I |
Lol o 1 o | o | @ [ql]
Rys.2.3.26.

Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.3.26.
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2.4. Belki zlozone

Przy wyznaczaniu sit wewngtrznych w belkach zlozonych zazwy-
czaj dzieli si¢ je w przegubach na belki proste, a nastgpnie uwzgledniajgc
wzajemne oddzialywania belek na siebie, wyznacza si¢ sity wewngtrzne dla
kazdej z nich.

Poniewaz belki potgczone sg przegubem to oddzialywaja na siebie
wylacznie poprzez sity podtuzne i poprzeczne.

a)
B (4 D E F
iy AN
T SR
D E F
~ A
AT AT
b)
4 B C B E F
~ A
ST (T
il E F
iy A
B c D
Fan e

Rys.2.4.1.

Belki proste powstate po podziale belki ztozonej muszg by¢ statycz-
nie wyznaczalne i geometrycznie niezmienne. Dlatego tez, w powstatych po
podziale belkach doktadamy fikcyjne podpory (przegubowo nieprzesuwne)
w przegubach tak, aby staty si¢ one ukladem geometrycznie niezmiennym.
Najnizej znajduja si¢ belki, ktore bezposrednio po podziale sg statycznie wy-
znaczalne 1 nie potrzebujg dodatkowych podpor. Najwyzej umiejscawiamy
belke, ktora po podziale nie ma zadnego podparcia i potrzebuje dwoch pod-
por fikcyjnych (Rys.2.4.1.a.) lub belke, ktdra po podziale opiera si¢ na jedne;j
podporze i potrzebuje dodatkowej fikcyjnej podpory (Rys.2.4.1.b.). Jezeli
belka ma w miejscu przegubu fikcyjna podpore to belke z nig sasiadujaca
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rysujemy ponizej i ma ona w miejscu tego przegubu swobodny koniec.
W przypadku, gdy belka narysowana ponizej ma dwie podpory przegubowe
przesuwne nalezy wprowadzi¢ wig¢z uniemozliwiajacy jej przesuw poziomy
—Rys.2.4.1.a. (punkt C).

2.4.1. Przyklady obliczeniowe — belki zlozone

Przyktad 2.4.1.
Dlabelki przedstawionej na Rys.2.4.2. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

4qF°
=gl
%A m=q " !
q
" 21 . 21 g
4qF°
RB\ B C RC\
f/SEEREREE *
Rao
o fbh
) ({\\ m=ql
w/l
Ray
R-!J
Rys.2.4.2.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—-3t=4+2-3-2=0,
2. Obliczenie reakc;ji:

Poniewaz belka nie jest obcigzona w kierunku poziomym, to wszystkie skta-
dowe poziome reakcji sag rowne 0 Rg, = R;, = 0

- belka prawa:

Y Mgy =0; —Rg,-2l—2ql-l+4ql*=0 Ry, =ql
NFy,=0;  Rgy+Re +2ql=0 Rc, = —3ql
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- belka lewa:
XMy =0; —My—m-2l-Rgy, -2l = =My —ql-2l-Rg, -2l =0

MA = _4‘ql2
ZFiy = O, _RBy + RAy =0 RAy = ql

3. Rownania sit wewnetrznych w poszczegdlnych przedziatach (Rys.2.4.3.):

Przedzial BA 0 < x; < 21

49



T(x;) = ql

M(x))=—-m-x; —ql-x; =—ql-x; —ql-x; = —2qlx;
M(x;=0)=0 M(x; = 21) = —4ql?

N(x) =0

Przedzial BC 0 < x, < 21
T(xz) = ql + qx;
T(x, =0)=ql T(x, = 21) = 3ql

(x2)2

2

M(xz)=ql-x2+qx2-%=ql-x2+q-

MG, =0)=0  MOp=0=2ql2  M(x,=20) = 4ql?
N(xz) =0
Wykresy sil wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.4.3.

Przyktad 2.4.2.
Dlabelki przedstawionej na Rys.2.4.4. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

2

4ql-

2A Q ) Di 2q1

15 31 L 24 " 21 |
ql’
Rs: B C l 2gt
A JAN
;M_& RB‘I RCT




1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—3t=4+2-3-2=0,
2. Obliczenie reakcji:

Poniewaz belka nie jest obcigzona w kierunku poziomym, to wszystkie skta-
dowe poziome reakcji sa rowne 0 Rgy = Ry = 0

- belka prawa:

Y My =0;  —Rgy-2l—2ql-2l+4ql* =0 Ry, =0gql
LFy=0; Rpy +Rc—2ql =0 R = 2ql
- belka lewa:
XMy =0; —M, +3ql-1-Rp,-3l=0 M, =3 ql?
X Fy =0 —Rpy +3ql+ R4y =0 Ry, = —3ql

3. Rownania sit wewnetrznych w poszczegdlnych przedziatach (Rys.2.4.5.):

Przedziat BA 0 < x; < 3l

q(X1) = Z_q N (x ) — qul

% 3l )= T3
1 1 2qx qxz

TG = —540n) m =5 =y m=-T5

T(x;=0)=0 T(Xlzzl):—qu T(x, = 31) = —3ql
1 1 2 3

M) =3q0n) x g =g 2ot =g OL

M(x,=0)=0 M(x1 - -l) =3q1° M(x, = 31) = 3qI2

N(Xl) =0

Przedziat BC 0 < x, < 21
T(XZ) = O

M(x,) = —4ql?

N(xz) =0

51



Przedzial DC 0 < x3 < 21

T(x3) = 2ql

M(x3) = —2ql " x5

M(x3=0)=0 M(x3=2l) = —4ql?

N(X3) = 0
| X, X3 I.
T
") e v
0 pay !
3qF° 0 ?
X 2ql
0 Q;“%A q(xy IE 0
L
29 u' Loy
3qii Ji‘;qﬁ. )X 5 5
S | | |
; N e 4| ‘4 i
|
I b m
|
' M) faP]
N30

Rys.2.4.5.

Wykresy sit wewnetrznych (T i M) przedstawiono na Rys. 2.4.5. Wykres
N(x) =0.

Przykiad 2.4.3.
Dlabelki przedstawionej na Rys.2.4.6. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.
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2q
e sl 1T o2 E_F G ?
1 s T
2ql
/ 31 21 21 l / /
[ |2q]
\i
R MD Ro.
7 RC\ ? RD_\'
341 21 2
Mi %
R ( 244 B C _ RecRpe D E £ G )il
#RCJ' RD.‘¢ e T e
T 2ql
RA}\' RE RG

Rys.2.4.6.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—-3t=5+4-3-3=0,
2. Obliczenie reakc;ji:
Poniewaz belka nie jest obcigzona w kierunku poziomym, to wszystkie skta-
dowe poziome reakcji sg rowne 0 Rqyy = Rcy = Rpy =0
- belka srodkowa:
XMy =0; Rpy-2l—2ql-1=0 Rp, = ql
X Fy =0; Rpy —2ql+Rcy =0 Rgy, =ql
Powyzszych reakcji mozna byto nie wylicza¢ z rownan rownowagi.
R¢y = Rpy = ql, poniewaz belka ta jest symetryczna i symetrycznie
obcigzona.
- belka lewa:
XMy =0; —My—3ql-2l—Rcy,-4l=0 M,=-10ql?
YXFy =0, —Rcy—3ql+Ryy =0 Ry, =4ql
- belka prawa:
Y Mg =0; Rpy-2l+2ql-1+Rg-2l+ql2 =0 Rg=—2ql

S Fy=0; —Rp,+2ql+Rg+R;=0  Rp=>ql
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3. Rownania sit wewnetrznych w poszczegdlnych przedziatach (Rys.2.4.7.):

Przedziat AB 0 < x; <

T(x1) = 4ql
M(x;) = —10ql? + 4ql - x,
M(x; = 0) = —10ql? M(x, = 1) = —6ql?
N(x) =0
Przedziat CB 0 < x, < 3l
q(x2) _2q (x)=2qxz
x, 3l 1%z 31
1 1 2qx, qx,>
T(x) = ql+5q(x;) xp = ql+5 - xp = ql +
T(x, =0) =ql T(xzzgl)=2ql
T(x, =3l) =4ql
M(xz):—ql'xz—%qofz)'xz'%:—ql'xz—i'%'xz'%:
(x2)3
= —ql x;—q 2%
_ _ _ 3 _ 15 2
M(x,=0)=0 M(xz—zl)——?ql

M(x, = 31) = —6ql?
N(xZ) = 0

Przedziat CD 0 < x5 < 21

T(x3) = ql — qx3

T(x3=0)=ql T(x3=2l)=—ql
T(xs3) =0 - ql—qgx3=0 - x3=1

X3 (x3)?

M(x3) =ql-x3 —qxs > =ql-x3—q =

M(x3 :O)ZO
M(xs =20) =0

(02
M(X3:l):ql'l—q'T:ECﬂ2
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N(xg) =0
Przedziat DE 0 < x, < 21

T(x,) = —ql

M(xsy) = —ql x4

M(x,=0)=0 M(x, = 21) = —2ql?
N(x,) =0

Przedzial EF 0 < x5 <[
T(xs) = l+3 l—1 l

Xs) = —q Zq _Zq

3
M(x5)=—ql-(21+x5)+§ql-x5
M(xs = 0) = —2ql?
3

M(x5=l)=—§ql2
N(x5)=0
Przedziat GF 0 < x4 < [

5
T(xe) = qu

5
M(xg) = ql* — PRET

M(xg = 0) = ql?

3
M(xe =1 = —5ql?

2
N(xg) =0
Przedziat HG 0 < x, < [
T(x;) =0
M(x;) = ql?
N(x;) =0

Wykresy sit wewnetrznych (T i M) przedstawiono na Rys. 2.4.7. Wykres
N(x)=0.
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Przykiad 2.4.4.
Dlabelki przedstawionej na Rys.2.4.8. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

4qP°
2ql 29 » q
glA i G D /(rm E GOt A
P . P, @ 3l P B B |
21 3ql
2q
Ban MQ R y
' ¢ .
M. Qq] & RE.\' 4£]1 Y
q
R glA l € D _ Rox Re . E F COIITIIT I H
’ )
Vi Roy in Va Vi
ol I
Rys.2.4.8.
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1. Stopien statycznej niewyznaczalno$cin=r+s—3t=5+4-3-3=0,
2. Obliczenie reakcji:
Poniewaz belka nie jest obcigzona w kierunku poziomym, to wszystkie skta-
dowe poziome reakcji sg rowne 0 Rgx = Rpy = Rgy =0
- belka $rodkowa:

> Mpy=0; Rgy,-3l—3ql-2l=0 Rg, =2ql

X Fy =0; Rgy + Rpy —3ql =0 Rpy =ql

- belka prawa:
XMy =0; Rg-2l—2ql-3l+Rgy, - 21 +4ql> =0 R;=—ql

ZFiy:O; RG+RF_REy_2ql:0 RF:5ql
- belka lewa:
ZFiy =0; —RDy —2ql+R; =0 R, = 3ql

XMy =0; —My—2ql-l+R;-2l—Rp,-4l=0 M;=0
3. Rownania sit wewnetrznych w poszczegdlnych przedziatach (Rys.2.4.9.):

Przedziat AB 0 < x; <

T(x;) =0
M(x;) =0
N(x;) =0

Przedziat BC 0 < x, <[
T(x,) = —2ql

M(x,) = —2ql - x,

M(x,=0)=0 M(x, = 1) = —2ql?
N(x,) =0

Przedziat DC 0 < x5 < 21

T(x3) = ql

M(x3) = —ql - x3

M(x;=0)=0 M(x3 = 21) = —2ql?
N(x3) =0
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Przedzial DE 0 < x, < 3l

q(xs) _2q (x,) = 24,
X, 3l X = 73
1 1 2qx, qxs?
T(X4)—ql—zCI(X4) Xp=ql—5 = X =ql-—

T(x4) =0 ﬁql—%-%-n:o - 3ql2—qx, =0 -
x4:\/§l
1 2
M(x4)—qlx4——q(x4) Xq* ——qlx4—5-%-x4-x3—4=
=qlx,— q- (X4)
M(x,=0)=0
M(x, =30 =0 ( =31) =241
\/_
M(x, =V3l)=ql-V3l—¢q (9) \/_12

N(x,) =0

Przedziat EF 0 < x5 < 21

T(xs) = —2ql

M(xs) = —2ql - x5

M(xs=0)=0 M(xs = 21) = —4ql?
N(xs) =0

Przedziat FG 0 < x4 < 21

T(xg) = —2ql + 5ql = 3ql

M(xg) = —4ql? — 2ql - (21 + x¢) + 5ql - x4
M(xg = 0) = —4ql? — 2ql - 21 = —8ql?
M(xg = 21) = —4ql? — 2ql - (21 + 21) + 5ql - 21 = —2q!?
N(xs) =0
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Przedziat HG 0 < x, < 21
T(x7) = qx;
T(x;=0)=0

T(x; = 21) = 2ql

. (x7)2

M(x;) = —qx; - = —q =

M(x, = 21) = —2ql?
N(x;) =0

Wykresy sit wewnetrznych (T i M) przedstawiono na Rys.2.4.9. Wykres
N(x)=0.
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Przyktad 2.4.5.

Dla belki przedstawionej na Rys.2.4.10. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrz-

nych.

ﬁcﬂmmmummmm g ¥ D
A B WAW

2q 4ql?

Yo

T 2ql

Rys.2.4.10.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—3t=4+2-3-2=0

2. Obliczenie reakc;ji:
Poniewaz belka nie jest obcigzona w kierunku poziomym, to wszystkie skta-

dowe poziome reakcji sg rowne 0 Ry = Rpy =0

- belka lewa:

X M@y =0;

ZFiyZO

- belka prawa:
X Mpy =0;

ZFiy:O;

3ql-1+ Rey-21—2ql-1=0 Ry =—3ql

Rp+Rey —2ql—3ql =0 Rp = —ql

Rp-1+2ql-1+Rcy -2l +4ql* +2ql-21 =0
RE=_9ql

_RCy+RE+RDy_2ql+2ql:O RDy:12_7ql
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Wykresy sit wewnetrznych (T i M ) przedstawiono na Rys. 2.4.11. Wykres
N(x)=0.

2q1 4ql?
G qD 1) '/>
by ot T
I 2ql
2l g qul
| 7 7
| |
| |
|
|

@ [ql]

| |
Lo
o if 2 IZ
13 - | l |
I | | | | |
| I I | |
31 I | | I
) 2° } : : : :
3 ‘ / } | 1] | {
| | ;
— N @[]
: %@L
6

Rys.2.4.11.

Przyktad 2.4.6.

Dla belki przedstawionej na Rys.2.4.12. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrz-
nych.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—-3t=4+2-3-2=0,
2. Obliczenie reakcji:

Poniewaz belka nie jest obcigzona w kierunku poziomym, to wszystkie skta-
dowe poziome reakcji sgrowne 0 Ry, = R, = 0
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Ik e . g

Wq Py 5

31 L W . ;. 03

2ql
Re . [t

M 4ql ﬂ? ”’% 4q!‘

) UL
\%MCJ qu Re:
3ql TRB

Rys.2.4.12.

- belka prawa:
YMpy=0;  4ql-2l— Rgy-2l—2ql-1=0 Rcy =34l

YFy,=0; —Rp+R; —2ql+4ql=0 R, = 5ql

- belka lewa:
YMp =0; —M,—3ql-1-R¢y-2l+4ql>=0 M, =—5ql?

ZFiy:O; _RCy+RB+3ql:0 RB:()

Wykresy sit wewnetrznych (T i M) przedstawiono na Rys. 2.4.13. Wykres
N(x)=0.
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c plbeldlally
4q1° ”?’ 7 4 1‘
sqi P Toal 40
wq 3qu
3ql TO
| 3 E |
| |
| 20 6% % l
3 | L @ 191]
| |
| I 3
| | |
| } | 4
| 6 | | |
5| 35 | |
| |
: .
| QD [qF]
6 2
Rys.2.4.13.

Przyktad 2.4.7.

Dla belki przedstawionej na Rys.2.4.14. sporzadzi¢ wykresy sitl wewnetrz-
nych.

Wykresy sit wewnetrznych (T, M i N) przedstawiono na Rys.2.4.15.
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4ql
Y
i

G

F

D

a=30°

!

2q

31

Rys.2.4.14.

N3

Rys.2.4.15.
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2.4.2. Belki - zadania do samodzielnego rozwigzania

Dla belek przedstawionych ponizej sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

ql’
AVibidieidly C D E KD
p % 1 _&
2ql
S S N S
Rys.2.4.16.
b)
2q
gA Bl T T gD
,7;%
. 31 o2,
Rys.2.4.17.
c)
2
3ql 3
q
4 B CAHNHHHD’/Q mﬁ?
s ey
2ql
P A B T s,
Rys.2.4.18.
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qr
q 24
ZHHHHHHHHHBMC D E F G
2ql
4 31 i 4 21 2
Rys.2.4.19.
e)
4ql? 6ql
¢ Yy 2
gA o
\*M\T\]‘\LLLLU B M%?
2q o = 30°
. 31 age S e L, G
Rys.2.4.20.
f)

4ql?

o B w B o F ok Th g 3l ,
Rys.2.4.21.
g
2
4ql 2q
%4 B 2 atatatatataty
30° LT N S I S
ST
da qu
. 21 . 31 , 2 5

Rys.2.4.22.
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h)

4q1°
1 2 4ql
4 ’/?B/m ¢ D E‘ffg__
A I
q Vi Vi
LA 31 L, P,
Rys.2.4.23.
i)
2
y B S IRTITITTIRT:
’7%7 i 1
| 31 Ca a7 A
A i A gl il
Rys.2.4.24.

2.5. Plaskie uklady ramowe — sily wewnetrzne

Uktad pretow potaczonych ze sobg w sposob sztywny lub przegu-
bowy nazywamy ramg (ramownicg). Jezeli wszystkie prety lezag w jednej
plaszczyznie i obcigzenia dziataja rowniez w tej plaszczyznie to mamy do
czynienia z ramg ptaska.

Uktad taki o ile ma spelnia¢ wtasciwie swoje zadanie jako element
konstrukcji budowlanej, powinien zajmowac niezmienne potozenie w prze-
strzeni. Jako cato$¢ musi by¢ wiec potaczony z podtozem, a poszczegdl-
ne jego elementy musza by¢ ze sobg potaczone w sposdb geometrycznie
niezmienny.

Zasady wyznaczania sit wewngtrznych w ptaskich uktadach ramo-
wych sa analogicznie jak w belkach prezentowanych rozdziatach 2.3. 1 2.4.
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2.5.1. Przyklady obliczeniowe — ramy

Przyktad 2.5.1.

Dla ramy przedstawionej Rys.2.5.1. sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych.

a) 21 b) 2
~ —G —

~ 4qr

E F % H D| |F__c
?4:11 ¢ ! § 4q

M>»p

Rys.2.5.1.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—3t=4+2-3-2=0,
2. Obliczenie reakcji:

Rame ztozong przedstawiong na Rys.2.5.1.a. rozdzielono w przegubie C na
dwie ramy proste, uwzgledniajac ich wzajemne oddziatywania.

- rama lewa:
ZFiyZO; RA+4QI+RC3,=0 RCy:]-qu
2 Fix=0; R, +2ql—6ql =0 R, = 4ql
- rama prawa:
ZFL’y:O; RB—RCy:() Rlequ

YMuy=0; Mp+Rcy-l+2ql-1—4ql* =0 M, =—-10ql?
LFx=0; —Rex+2ql=Rp, =0 Rpx = —2ql

3. Rownania sit wewngtrznych w poszczeg6lnych przedziatach.

Na Rys.2.5.2. przedstawiono uktad sit czynnych i biernych dziatajacych na
analizowang ram¢. W celu tatwiejszego znakowania sit wewngtrznych na

rysunku linig przerywang zaznaczono ,,spody” preta.
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T |
%1 | =
|
| E IF C
I r.'{,.___T'T 4ql
<o gl : 1241
|
A( IF__
| g1
- |
|
Al l4 _
Iéqll
| y

A
N

Przedziat Al 0 < y; <[
T(y1) =0

M(y,) =0

N(y.) = 16ql
Przedziat IF 0 < y, <[
T(y;) = 6ql

M(y,) = 6ql-y,
M(y,=0)=0

M(y, = 1) = 6ql?
N(y,) = 16ql

70

Y
=
R
4
=)
| %]
—lﬁ
|
|
| ~
SIS
e ™

NITETEEEEEITEN!




Przedziat BH 0 < y; < 21
T(y3) = —qys
T(y3=0)=0

T(y; =20) =—q -2l = —-2ql

(y3)?
M(Y3)=_CI3’3'&=_CI'L

2 2

M(y;=0)=0
20)2

M(y; =20) = —q 3 2) = —2ql?
N(y3;) = —12ql
Przedzial GF 0 <y, <
T(ys) = 2ql
M(y,) = —2ql-y,
M()’4 =0)=0

M(y, =1) = —2ql-1=—2ql?
N(ys) =0

Przedziat EF 0 < xg < [

T(xs5) = 4ql

M(xs) = 4ql - xs
M(xs=0)=0

M(xs = 1) = 4ql?
N(xs) =0

Przedziat CF 0 < x¢ < [
T(x¢) = —12ql

M(xg) = 12ql - x4
M(xg=0)=0

M(x6 = l) = 12qlz
N(xg) = 4ql
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12 1

(N) ra1]

g
4 4
IMENE IE 160 ff
6 2 |
e I il €3]
€ 2 112 @ [al7
A A 16 iy
10 10
20 - - /(2@ E Wezel F
\%@%i‘é; 4 ¥ 2q1
i ot
o g ar (|
12 @ [qF ] Cb 1241
6q1°
FAY L
Rys.2.5.3.

Przedziat CH 0 < x, < [
T(x;) = —12ql

M(x;) = 4ql?> — 12ql - x,
M(x, = 0) = 4ql? M(x, = 1) = —8¢ql?

N(x;) = 4ql

Przedziat DH 0 < xg < [
T(xg) =0

M(xg) = —10ql?
N(xg) = 2ql

Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.5.3.

12

Wezel H

o

1041

241

Poprawnos$¢ analizy potwierdzita rownowaga momentow w weztach F i H

ramy.
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Przyktad 2.5.2.
Dla ramy przedstawionej Rys.2.5.4. sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych.

qr’ ;
q
__F AT g s
E |
| 21
2qi :
"2 i
|
| 21
|
A L
i 41 31 31

Rys.2.5.4.

1. Stopien statycznej niewyznaczalno$cin=r+s—3t=4+2-3-2=0
2. Obliczenie reakc;ji:

Rame ztozong przedstawiong na Rys.2.5.4. rozdzielono w przegubie C na
dwie ramy proste uwzgledniajac ich wzajemne oddzialywanie (Rys.2.5.5.).

- rama prawa:

ZFiy = O, RB - 6ql + Rcy =0 Rcy = 3ql
ZFix =0; Ry =0
- rama lewa:

ZFiy = 0, RAy — RCy =0 RAy = 3ql

% My = 0; My—Rgy - 4l—Rey-4l—2ql- 21— ql? =0 M, =17 ql2
ZFix = 0, ch + qu — RAx =0 RAx = qu
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Rys.2.5.5.

3. Rownania sit wewngtrznych w poszezegdlnych przedziatach.

Na Rys.2.5.6. przedstawiono uktad sit czynnych i biernych dziatajacych na

analizowang rame.

—> il
\ R %‘
X p Co .
E ¥ ;q;i I~
21
.‘»’{ 2ql D .
21
_{ 17g1° A 4724] NI
3ql
L 4 y ) B I
Rys.2.5.6.
Przedziat AD 0 < y; < 21
T(y,) = 2ql
M(y,) = —17q1* + 2ql -y,
M(y, = 0) = —17ql? M(y, = 21) = —13ql?
N(y;) = —3ql
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Przedziat DF 0 < y, < 21

T(y;) =2qi—2ql =0

M(y;) = —=17ql* + 2ql- 2L + y,) — 2ql - y,=—13ql*
N(y;) = —3ql

Przedziat EF 0 < x5 < [

T(x3) =0

M(x3) = ql?

N(x3) =0

Przedziat CF 0 < x, < 4l

T(x4) = 3ql

M(x,) = =3ql- x4

M(x,=0)=0 M(x, = 4l) = —12ql?
N(xy) =0

Przedziat CG 0 < x¢ < 31
T(xs) = 3ql — qxs
T(xs =0) = 3ql T(xs=30)=0

2
M(xs) = 3ql - x5 — qis - = = 3ql - x5 — q - 22

2

N(x5) =0

Przedziat HG 0 < x4 < 31

T(x6) = qx¢

T(xg=0)=0 T(x¢ = 31) = 3ql

. (x6)?

M(xe) = —qxg" 7 = —q =2

M(xe =0) =0 M(xszgyl):—gqlz M(x6=3l)=—§ql2
N(x6) = O
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Przedziatl BG 0 < x, <3l, 0=y, <2l
Uklad sit dziatajacych w dowolnym przekroju przedziatu BG przedstawiono

na Rys.2.5.7.
N(x-y2) M(x-y-)
T(x-,y-)y Ry
3 3v13 ] 2 2V13
cose =—=——, sing = — = ——
V13 13 \/13 13
3 V13
T(x,,v,) = —3qlcosa = —3ql - — = —9——ql
M(x7,y7) = 3ql - x;
M(x; =0,y,=0)=0 M(x, = 3l,y, = 21) = 9ql?
2 V13
N (x-, = —3¢qlsina = -3ql - —=—-6—9ql
(x7,¥7) glsina s 13 9

Wykresy sil wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.5.8.

Poprawnos$¢ analizy potwierdzita rownowaga momentéw w weztach F i G
ramy.
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Przyktad 2.5.3.

Dla ramy przedstawionej Rys.2.5.9.a. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

a)

21

Rys.2.5.9.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci n = 0,

2. Obliczenie reakcji (Rys.2.5.9.b.):

ZFiy = 0, RB - 6ql + RAy =0 RAy = 3ql
ZFix = O, RAX =0

3. Réwnaniasitwewnetrznych w poszczegolnych przedziatach (Rys.2.5.10.).

Rys. 2.5.10.
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Przedziat AC 0 < x; < 31
T(x1) = 3ql — gx
T(x, =0) = 3¢ql T(x;=30)=0
(%1)?
2

l
M =0=0 M(x=2)=Zq2 M@ =3)=2q

M(xy) =3ql-x; —q-

N(xl) = O
Przedziat BC 0 < x, <3l, 0<y, <2l

Uktad sit dzialajacych w dowolnym przekroju przedzialu BC przedstawiono
na Rys.2.5.11.

g,

—[;1 74X, cosa
qx, sina\*

Rys.2.5.11.
3 313 , 2 213
coset =—=—, sing = — = ——
V13 13 V13 13
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3v13

T(x,,v,) = —3qlcosa + qx,cosa=(—3ql + qx,) BT

-9V13
13

T(xz == 3[, yz = Zl) = 0

T(x2=01 }72=0)=

ql

. (xz)z

2

M(xz,y2) = 3ql'x2—qxz'%=3ql-x2—q

31 27
M(x2=0, }72=0)=0 M(xzz;)zgqlz

9
M(x, =3l y,=2l)= quz

213
N(x,,y,) = —3qlsina + qx,sina = (—3ql + qx,) "3
—6V13
N(x; =0, y,=0) = 13 ql

N(x2=3l, y2=2l)=0

Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.5.12.

Vi3

(N) [ 4] Pty

=

L

Rys.2.5.12.
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Przyktad 2.5.4.

Dla ramy przedstawionej Rys.2.5.13. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.
1. Stopien statycznej niewyznaczalno$ci: n=r+s—3t=3+6-3-3=0,
2. Obliczenie reakcji:

Reakcje podpor A i B wyznaczono z 3 ogélnych réwnan rownowagi
(Rys.2.5.13.a.).

Z1\4(A):0; R36l+6]lé—qll+6ql2:0 RB:—%ql
1

ZFiy:O; Rg+ql+Ry =0 RAy:_ECﬂ

LFy =0 Rax —ql =10 Rax = ql

Aby wyznaczy¢ sity w przegubie C oraz site¢ w $ciagu FG rame¢ podzielono

na uktady przedstawione na Rys.2.5.13.b. uwzgledniajac wzajemne oddzia-
tywanie poszczegolnych uktadow.

Site N w $ciggu FG oraz sity w przegubie C wyznaczymy piszac rownania
rownowagi dla prawej (lub lewej) czgéci ramy.

- rama prawa:
11
ZFiy:O; RB+RCy:O RCy:qu
7
ZFixZO; _ch+N_CIl=O RszgCIl

3. Réwnania sit wewngtrznych w poszczegolnych przedziatach.

Na Rys.2.5.14. przedstawiono uktad sit czynnych i biernych dziatajacych na
analizowang rame.

Przedziat AF 0 < y; <[

T(y1) = —ql
M(y,) = —ql-y,
M(ly;=0)=0

My, =1 = _qlz

1
N(y,) = qu
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Rys.2.5.14.

Przedziat FE 0 < y, < 21

7

T(y,) = l+13l— l
Y2) = —4q 6q_6q

13
M(y;) = —ql- (L +y,) +?ql-yz
M(y, = 0) = —ql?

4 2
M(y, =2) = zql

1
N(y,) = qu

Przedziat BH 0 < y; < [
T(y3) = qys
T(y;=0)=0
T(yz=0D=q-l=ql

(3)°
M(ys) = —qys -2 = —q - 2=

M(y;=0)=0
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2

l
372 2 8
()2 1
M(y; =1) = —q = —quz
11
N(y3)=ﬁql

Przedziat CG 0 < y, < 21

7
T(y) = —¢al

7
M(y,) = —gql'ﬂ
M(y,=0)=0

7 2
M(y, =20 = _gql

11

N(ys) = qu

Przedziat DE 0 < x5 <[
T(xs) = ql

M(xs) = ql - x5
M(xs=0) =0

M(xs = 1) = ql?
N(xs) =0
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Przedziat CE 0 < x4 < 41

T(xe) = -

—ql
127

11
M(xg) = 6ql? — qu * Xg
M(xg = 0) = 6ql?

7
M(xg = 4l) = §ql

7
N(xg) = =
(x6) 6ql
Przedziat HG 0 < x, < 21
T( )—11 l
¥7) =121
11 1
M(x7)=—ﬁql - x7; —ql -El
M(x7=0)=—%ql2 M(x7=2l)=—§ql2

N(x;) = —ql
Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.5.15.

Poprawnos$¢ analizy potwierdzita rownowaga momentéw w wezle E ramy.
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Przyktad 2.5.5.
Dla ramy przedstawionej Rys. 2.5.16. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.
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Rys.2.5.16.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnoscin=r+s—-3t=4+2-3-2=0,

2. Obliczenie reakc;ji:

4ql?

2ql

q 3LD C Ro Rc(? E qlf}

N Rt Rel. B
Cy Cy
-
dal 4qi
j “ =
L
_a M3z~ B Rs. 4
RBJ'
R 31 1 ! !

=

Rys.2.5.17.

Rame ztozong przedstawiona na Rys. 2.5.16. rozdzielono w przegubie C na
dwie ramy proste uwzgledniajac ich wzajemne oddziatywanie (Rys.2.5.17.).

- rama lewa:
ZFiy = 0, RA - Rcy =0 RCy = qu
YF, =0; 3ql +4ql— R, =0 Ry = 7ql
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- rama prawa:

Y Fy, =0; Rgy —2ql+Rcy =0 Rgy, =0

Y Mpy=0; Mg—Rcy-l4+4ql> —Rgy -4l —2ql-1+4ql-21=0
Mg = 20 ql?

2 Fix = 0; Rexy —4ql — R, =0 Rg, = 3ql

3. Roéwnania sit wewngtrznych w poszezegdlnych przedziatach.

Na Rys.2.5.18.a. przedstawiono uktad sit czynnych i biernych dziatajacych
na analizowang ramg.

|

—-
>

a) | R |
‘ . ) | 4{‘“2 2q] |
qj 3q1 D C ’7 E l‘F g
Zz ql 7qt 1€ k1?7 "
2‘1va 2q1
- Ik
—
:'|b T‘J “':T I ‘:‘7@;
2V; t—|
:y BESIE DI
e
1

31 1

.
A
A
.
*
A

b)

Rys.2.5.18.

Przedziat AD 0 < x; <3, 0<y; <4l

Uktad sit dziatajacych w dowolnym przekroju przedziatu AD przedstawiono
na Rys.2.5.18.b.
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_ 4
, Sina =<

5

cosa =

ull W

3 4
T(x1,y1) = 2qlcosa — qy,sina = 2qlz —ayig

3 4 3 3 9
Tpy) =0 —=2qlz=qnz=0 - y1=350 > x =7y =gl
T(x; =0, y1=0)=¢ql T(xy, =31, y; = 4l) = —2ql
( 2
M(xl'yl)=2ql-x1—qy1'%=2ql-x1—q'%
M(x; =0, yy=0)=0 M(x, =31, y, =4l) = —2ql?
M =2 —31)—9 2
x1_85 yl_z —8q
. 4 3
N(xy,vy,) = —2qlsina — qy,cosa = —2ql T qy: =

NGy =0, y=0)=—-32ql N =3l y =4l)=—4ql

Przedziat CD 0 < x, < [

T(x;) = 2ql

M(x,) = —2ql-x,

M(x,=0)=0 M(x, = 1) = —2ql?
N(x,) = —7ql

Przedziat CE 0 < x5 <[

T(x3) = 24l

M(x3) = 2ql - x3 — 4ql?

M(x; = 0) = —4ql? M(x; =1) = —2ql?
N(x3) = —7ql

Przedziat FE 0 < x, < |

T(xy4) = 24l

M(x,) = —2ql - x,

M(x,=0)=0 M(x, = 1) = —2ql?
N(x,) =0
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Przedziat BE 0 < ys < 41

T(ys) = 3ql + qys

T(ys = 0) = 3ql T(ys = 41) = 7ql

M(ys) = 20ql* = 3ql - ys — qys -2 = 20q1* = 3qL " y5 — q %
M(ys = 0) = 20q1*  M(ys =20) = 12q1* M(ys =40) =0

N(ys) =0

Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.5.19.

Poprawnos¢ analizy potwierdzila rtOwnowaga momentow w wezle E ramy.

2
T[]
7
3
2
R —
Wezel E
o ( 2 2rﬂé_' ;) 2qr°
20
7 7
)

Rys.2.5.19.
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Przyktad 2.5.6.
Dla ramy przedstawionej Rys. 2.5.20. sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych.

1. Stopien statycznej niewyznaczalno$ci: n=r+s—3t=3+6-3-3=0,
2. Obliczenie reakcji:

Reakcje podpor A i B wyznaczono z 3 rownan rownowagi (Rys.2.5.20.).

2ql .
3/
g o 0 hc 4
4gl
ol 3
I
RE}'T
s 4 o
Rys.2.5.20.
Y F,=0; —Rp, —2ql+3ql=0 Rg, =ql

XMy =0;

Rgy - 71+ 4ql- 100 +2ql- 61 — 3ql -1+ qI? = Rp, -1 =0
95

ZFlyZO, RBy+4ql+RA:0 RA:_ql

Sity w przegubach C, D oraz E wyznaczono dzielac rame na elementy przed-
stawione na Rys.2.5.21., uwzgledniajac ich wzajemne oddziatywania.
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qF ilim

. 1?&-? 241
E RE.\
31 Rer
Ko Ro|
TRD\‘ TRC
4qlT
31
!
Rys.2.5.21.
- rama DCE:
X Mpy =0; Rey7l+2ql-3l+ql?2=0 Rey = —ql
E: [%j/ = (); 1?1)31 + Ie(j), = () 1?1)31 = (Il
Y Mf = 0; Rey4l—Rex31=0  Rgy=—12ql
S F," =0 Rgy 4+ Rey =0 Rgy = q
2
YF,"=0;, =Ry, —Rgy—2ql=0 Rix = —2ql
2
YFx=0;  —Rex —Rpx—2ql=0 Rpy = —3ql

Na Rys.2.5.22. przedstawiono uktad sit czynnych i biernych dziatajacych na
analizowang rame.
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2l E 2ql

(_’{!? 3,
ar, L_ rﬂT
E %q.f 3!
! |
sal_ |4
ql
1 4 o
=D C T *
3q! = 4qi
= 31
4 £
q A 2
- *
52 A
74 q1
N a1 Skt T
Rys.2.5.22.
Wykresy sil wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.5.23.
e 1 ® 1 2 2
H e
, Lﬁ ]
25 H2s 6 Z
”(?’Ig\\ll@\ll\\\l%_” P e e
- Ll @ ]
g e,
S
39
M 14
(mrad1 L W) al] %
4
e

QITTEEN

Rys.2.5.23.
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2.5.2. Ramy - zadania do samodzielnego rozwigazania

Dla ram przedstawionych ponizej sporzadzi¢ wykresy silt wewnetrznych.

a)

2L‘F A
|
| -
4ql°
A E G .
c D

\
!
|
|
|
|
|

—

(3%
=
=3
4

Litiiebiislsl

A
A X .
) 21 . ¥, B
Rys.2.5.24.
b)
~ 2ql —-
> 4ql° o
T4(1! ] quT
e =
4 A g =4 B
" JAN

Rys.2.5.25.
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d)

¢ fiigiiberdd
1
|
|
|
' S
|
|
El
_____ —| NE
|
|
| —
| (Y]
|
|
I
B K
il
A ] H 2] -
Rys.2.5.26.
J2
q q
RRRRRRRRRRRRRANN NN RRNRANNYNEY g r)
C
2ql
D-—q
A
T
) 31 g 3 , 4] ! ,
Rys.2.5.27.
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2.6. Kratownice plaskie [1],[2],[3]

Kratownica — uktad pretow potaczonych przegubami w weztach
majacy niezmienng geometrycznie posta¢ (Rys.2.6.1.). Prety sa prostoli-
niowe a obcigzenia dzialaja na kratownice tylko w weztach w postaci sit
skupionych.

Zatozenie przegubowego polaczenia pretow jest wyidealizowane
(oznacza ono, ze konce pretdw moga si¢ wzgledem siebie obracaé ). W rze-
czywistych rozwigzaniach konstrukcyjnych, w wigkszo$ci przypadkow, kra-
townice stanowig dzwigary kratowe o sztywnych wezlach. Zatozenie prze-
gubowego potaczenia prgtOw znacznie upraszcza ,,rgczne” rozwigzywanie
kratownic, nie wprowadzajac jednak wigkszych bledow.

Poniewaz w uktadach kratowych materiat jest lepiej wykorzystany
niz w belkach pelnosciennych, to kratownice stosuje si¢ czgsto w konstruk-
cjach o duzych rozpigtosciach (jako dzwigary mostowe, dzwigary hal czy
podciagi).

L A A PN

1>

Rys. 2.6.1. Kratownice plaskie

Geometryczna niezmiennos¢ i statyczna wyznaczalno$¢ kratownic:

Wigkszo$§¢ kratownic utworzonych jest z pretow (tarcz) potaczo-
nych ze soba w trojkaty.

Twierdzenie o trzech tarczach: ukfad zlozony z trzech tarcz, w kto-
rych kazda para polgczona jest za pomocg przegubu (dwoch tqcznikow ele-
mentarnych), tworzy jedng tarcze jezeli Srodki wzajemnego obrotu tych tarcz
nie lezq na jednej prostej (tworzq tréjkqt).
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Poniewaz trzy prety potaczone ze sobg przegubowo w trojkat tworza
uktad geometrycznie niezmienny, to i kratownica utworzona z pretow pota-
czonych w trojkaty bedzie rowniez uktadem geometrycznie niezmiennym.

Stosowanie wzoru ogoélnego r + s = 3t w ustalaniu warunkow sta-
tycznej wyznaczalnosci kratownic jest ucigzliwe ze wzgledu na duza liczbg
przegubdw wielokrotnych, taczacych ze soba poszczegolne prety kratowni-
cy traktowane jako tarcze.

Jezeli kratownica jako calo$¢ znajduje si¢ w rownowadze pod dzia-
faniem sit zewnetrznych, to i kazdy jej wezet musi by¢ w rownowadze pod
wplywem dziatajacych nan sit czynnych (sit zewnetrznych) oraz sit biernych
(oddziatywan ze strony zbiegajacych si¢ w nim pretow i reakceji podpor ).

W kazdym wezle wystepuje zbiezny uktad sil, dla ktérego mozemy
utworzy¢ dwa rownania rGwnowagi:

YFx=0 1 XF,=0 (2.4)

Dla w weztow kratownicy mozemy utozy¢ 2w roOwnan rownowagi,
ktore beda zawieraty sity zewnetrzne, sity podluzne w pretach oraz sktadowe
reakcji podpor. Jezeli z tych rownan rownowagi jesteSmy w stanie obliczy¢
sity podtuzne we wszystkich pretach kratownicy oraz sktadowe reakcji pod-
por to moéwimy, ze kratownica jest statycznie wyznaczalna.

Stopien statycznej niewyznaczalnosci kratownicy mozna, w zwigz-

ku z powyzszym, wyznaczy¢ ze wzoru:
n=p-+r-2w (2.5)

gdzie: p - liczba pretéw kratownicy,
r — liczba reakcji podpor,
w — liczba weztdéw kratownicy (fgcznie z weztami podporowymi),
n — stopien statycznej niewyznaczalnosci kratownicy.

Jezeli:

n=0 - kratownica jest statycznie wyznaczalna,

n<0 - kratownica jest geometrycznie zmienna (mechanizm),

n>0 - kratownica jest statycznie niewyznaczalna.
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Analityczne metody wyznaczania sit w pretach kratownicy

Sktadowe reakcji podpodr kratownicy, traktowanej jako geometrycz-
nie niezmienna tarcza, mozna wyznaczy¢ analogicznie jak dla tak samo pod-
partych uktadéw belkowych.

Sitami wewngtrznymi w kratownicy sg sity podtuzne w jej pretach.
Kierunki poszukiwanych sit podtuznych sg znane (wzdtuz osi preta), zas ich
zwroty mozna zaklada¢ dowolnie. Najwygodniej jednak jest przyjmowac
zwroty od we¢zla do pomyslanego przekroju (odpowiada to rozcigganiu).
Przy takim zatozeniu sity rozciagajace otrzymamy ze znakiem ,,+”, $ciskaja-
ce zas$ ze znakiem ,,-”.

W celu wyznaczenia sit w pretach kratownicy najczesciej stosuje si¢
nastepujace dwie metody analityczne:
a) metoda rownowazenia wezlow — polega na myslowym wycinaniu po-
szczegoOlnych weztdw kratownicy i1 uktadaniu dwéch réwnan rownowagi sit
dzialajacych na rozpatrywany wezet (Rys.2.6.2.),

b) metoda przekrojow (Rittera) — polega na my$lowym rozcieciu kratownicy
na dwie cze$ci 1 utozeniu rownan rownowagi wszystkich sit dzialajacych na
jedna z wycigtych czegsci (Rys.2.6.3.).

*  Metoda rownowazenia weztow [1],[3]

Dla kazdej statycznie wyznaczalnej kratownicy, analizujgc rowno-
wage wyodrebnionych weztow (w kazdym wezle mamy ptaski zbiezny uktad
si), mozemy napisa¢ 2w roOwnan, z ktérych wyznaczymy p sit w pretach oraz
r skladowych reakcji podpor. Poniewaz ,,reczne” rozwigzywanie uktadow
ztozonych z wielu rownan jest ucigzliwe, dlatego tez przy rozwiazywaniu
uktadéw kratowych najczes$ciej wyznaczamy najpierw skladowe reakcji
podpor z trzech rownan roéwnowagi, zastosowanych do calej kratownicy,
a nastepnie, zaczynajac od wezta, w ktorym mamy tylko dwie niewiadome
sily, obliczamy kolejno sity w pretach korzystajac z rownan rownowagi po-
szczegOlnych weztdw. Rownowaga sit w ostatnim wezle jest sprawdzeniem
poprawnosci rozwigzania.

Sposob postepowania wyjasniono na przykladzie kratownicy poka-
zanej na Rys.2.6.2.a., dlaktorej w=8,p=13ir=3, (n=13 + 3 — 2*8=0).

Sktadowe reakcji podpdor wyznaczymy z 3 réwnan typu:
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XM;=0, YFy,=0 oraz ¥ F, =0. (2.6)

Nastepnie wycinamy myslowo poszczegdlne wezty (Rys.2.6.2.b.)
i dla kazdego wezla piszemy rownania rOwnowagi, zaczynajac od tego,
w ktorym sg co najwyzej dwie niewiadome,:

2Fx=0 XFy=0 2.7)

Zatozone zwroty sit dzialajacych na wezty (Rys.2.6.2.b.) odpowia-
daja rozcigganiu preta.

a)
P_ s 7 8
d
/ [0} f o o \‘ o 6‘_.7\[ X
e 2 )’l 4i Rix
TR} I-; I‘Z’ 1R5]‘
I ! I ¥ !
b)
N s-7
Nz Ni-g Ni-s
@ 5 Ni-g ‘ o Ns-e ‘@
Nis Noy @ Nos Ns-z (® Nsz-4 Nz Na-s
R; 3 P
Ng-s
% ® Rse B ® Ny @  Nr- Ng_
Ns- Noe
5-4 ‘ Novs 7-6 Noos
R 6-1 N7*3 8-3
Sy

Ne-2 Ns-4

Rys.2.6.2 Kratownica plaska — metoda r6wnowazenia wezlow

Wyznaczanie niewiadomych sit w pretach kratownicy rozpoczyna-
my od wezta 1 lub wezta 5, poniewaz zbiegaja si¢ w nich tylko dwa prety
(mamy dwie niewiadome w wezle). Jezeli zaczniemy od wezta 1 to wyzna-
czamy z dwoch roéwnan rownowagi sity w pretach (1-2) i (1-6). Nastepnie
przechodzimy do kolejnego wezta, w ktorym wystepuja tylko dwie nieznane
sily, czyli do wezta 2 itd.
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Poniewaz omawiana kratownica posiada 8 wezlow, a dla kazdego
wezta mozemy utworzy¢ dwa rownania rownowagi, to dla catej kratownicy
mamy tgcznie 16 rdwnan rownowagi. Jednakze, jak wspomniano powyzej,
reakcje podpor R, R, oraz RSy wyznaczono z trzech réwnan réwnowagi
zastosowanych do calej kratownicy. W zwiazku z tym do wyznaczenia 13 sit
w pretach wystarczy 13 rownan rownowagi w wezlach. Rownania 14 (we-
zet 8) oraz 151 16 (wezel 5) mogg postuzy¢ jako sprawdzenie poprawnosci
rozwigzania.

Metodg réwnowazenia weztow stosujemy zazwyczaj wtedy, gdy
musimy wyznaczy¢ sity we wszystkich pretach kratownicy oraz gdy w kra-
townicy jest przynajmniej jeden wezel, w ktorym zbiegaja si¢ tylko dwa pre-
ty. Czasami mozna zacza¢ obliczanie od wezta, w ktorym zbiegaja si¢ trzy
prety, a dwa z nich leza na jednej proste;.

* Metoda Rittera (metoda przekrojow) [1],[3]

Metoda ta polega na niezaleznym wyznaczeniu sily w dowolnym
precie kratownicy z rOwnania rOwnowagi, zawierajacego jedng niewiadoma
(Rys.2.6.3).

W metodzie Rittera wyznaczamy najpierw sktadowe reakcji podpor
z trzech rownan réwnowagi zastosowanych do catej kratownicy, a nastep-
nie prowadzimy mys$lowo przekroj przez maksymalnie trzy prety, w ktérych
chcemy wyznaczy¢ sity. W kolejnym etapie rozpatrujemy rownowage jedne;j
z cze$ci kratownicy, zwykle tej, na ktora dziata mniejsza liczba sit.

Stad tez, w celu wyznaczenia sit w pretach 6-7, 2-3 1 6-3 w kratow-
nicy pokazanej na Rys.2.6.3.a. prowadzimy przez te prety przekrdj I-1 .

Sity w przecietych pretach znajdziemy wykorzystujac warunki row-
nowagi jednej z odcigtych czgsci kratownicy (Rys.2.6.3.b.). Kierunki poszu-
kiwanych sit 6-7 i 6-3 przecinajg si¢ w punkcie 6 za$ sit 2-3 1 6-3 w punkcie 3
(Rys.2.6.3.b). Stosujac zatem rownania rownowagi bedace suma momentow
wszystkich sil, dziatajacych na rozpatrywana cze$¢ kratownicy, wzgledem
punktu 6 i 3 otrzymujemy za kazdym razem réwnanie z jedng niewiadoma
(punkty 6 i 3 sg to tzw. punkty Rittera).

Poniewaz w rozpatrywanym przyktadzie dwa z przecigtych pretow
sg rownolegte do siebie, to trzeciego punktu Rittera nie znajdziemy. W takim
przypadku site w precie 6-3 znajdziemy piszac roOwnanie sumy rzutdw sit na
0§ prostopadta do kierunku pretow rownolegtych.
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b) I-I <) -1
R 6 Ng_7 Ngr 8
N Ne-s N3 {
o T A o )
.1.. 2 Nos 8 e N3 4i Rs.
TR; B TRQ‘.
. / 1 , I . 1 ;
Rys.2.6.3. Kratownica plaska — metoda Rittera
R4l
ZMG = 0 N2_3h_Rll = 0 d N2_3 ZT
R421+P1h
ZM3:0 _N6_7h_R1'Zl_P1h:0 i 1\/6_7:_1}1—1
. Ry
. = —_ . = -_ =
YXFy,=0 N¢_3-sina+ R, =0 Ng_3 .

Analogicznie wyznaczymy sity w pretach 8-7, 8-3, 4-3 przecinajac
kratownice przekrojem II-1I (Rys. 2.6.3.c.)

W szczegolnych przypadkach mozemy mie¢ do czynienia ze sta-
tycznie wyznaczalnymi kratownicami ztozonymi, dla ktorych zastosowanie
metody rownowazenia weztdow czy metody Rittera jest bardzo ucigzliwe.
Wowczas zastosowanie znajduje metoda wymiany pretow Henneberga.

*  Metoda wymiany pretow Henneberga [2]

Metodg ta stosujemy wtedy gdy nie mozna poprowadzi¢ przekroju
przez co najwyzej trzy prety i gdy w weztach zbiega si¢ wigeej niz 2 prety
(Rys.2.6.4.a.).
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Rys.2.6.4. Sposoby przeksztalcenia kratownicy w kratownice o prostszej strukturze
przy zachowaniu niezmienno$ci geometrycznej ustroju

Istota tej metody polega na takim przeksztalceniu kratownicy aby
uzyskata ona strukture prosta przy zachowaniu niezmienno$ci geometrycz-
nej ustroju. Dzieki temu mozliwe bedzie dalsze rozwigzanie kratownicy zna-
nymi sposobami. W tym celu usuwamy jeden z pretow (pret 1-2) a w celu
zachowania niezmiennos$ci geometrycznej wprowadzamy pret zastepezy (z),
Rys.2.6.4.b.c.d.

Oddziatywanie usunietego preta na sasiednie wezly zastepujemy
nieznanymi na razie sitami X. Zmodyfikowang w ten sposob kratownicg roz-
wigzujemy najpierw dla danego obciagzenia zewnetrznego a nastgpnie dla sit
jednostkowych zaczepionych w miejscu usunictego preta (X=1).

Stosujac zasade superpozycji site w dowolnym precie uktadu wy-
znaczamy ze WZoru:

N' =Ny X+N,

gdzie:
N §(=1 — sila w dowolnym precie ,,i” wywolana sita X=1 w uktadzie
przeksztatconym,
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N ; —sila w dowolnym precie ,,i ” w uktadzie przeksztalconym wywotana
obcigzeniem zewngtrznym P,

X — sita w usunigtym precie.

Poniewaz pret zastgpezy w uktadzie pierwotnym nie istnieje to sita
w tym precie wywolana sitg X oraz obcigzeniem zewnetrznym P musi by¢
réwna zeru.

N7 =Ni X +Ni=0

stad wyznaczamy sit¢ X, ktora jest rzeczywistg silg w usunigtym precie:

Znajac sile X, sity w pozostatych pretach kratownicy mozemy wyznaczy¢
z rOwnania:

N' =Ny X+N,

Znajac site w precie 1-2, sity w pozostatych pretach kratownicy mozemy
takze wyznaczy¢ metoda Rittera lub rownowazenia weziow.

Prety zerowe

Niektore prety przy okreslonym obcigzeniu kratownicy nie pracuja.
Sity w nich rowne sg zeru — stad nazwano je pretami zerowymi. Prety te sa
jednak w kratownicy niezbedne do zapewnienia niezmiennosci geometrycz-
nej czy zachowania ksztattu.

W celu utatwienia wyznaczania sit w pretach kratownicy wskazane
jest aby przed przystapieniem do obliczen wyszukaé takie prety. Badajac
réwnowage wyodrebnionych weztéw i rzutujac sity na odpowiednie osie bez
trudu mozna rozpoznac prety niepracujgce.

NaRys.2.6.5. przedstawiono kilka charakterystycznych przypadkow:
* w wezle nieobcigzonym schodzg si¢ tylko dwa prety o roznych kie-

runkach. Z warunku réwnowagi dwoch sit widzimy, ze sity w nich sa
rowne zeru XF,, =0 - N, =0 oraz XF;,, =0 - N; =0
(Rys.2.6.5.a).
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* w wezle nieobcigzonym zbiegaja si¢ trzy prety, z ktérych dwa
leza na jednej prostej. Sita w trzecim precie rOwna si¢ zeru, co
wynika z roéwnania sumy rzutdw sit na o§ do niej prostopadia
2F, =0 - N3 =0(Rys.2.6.5.b).

a) b)

Rys.2.6.5. Prety zerowe

2.6.1. Przyklady obliczeniowe — kratownice

Przykiad 2.6.1.
Wyznaczy¢ sity w pretach kratownicy przedstawionej na Rys.2.6.6. metoda

rownowazenia weztow.

P
6 L? 8 9 10, 2P
5
1 2/ O 3 4 5
? A T
P
L ¥ . H , & , q . I
4 71 7 7 7 7
Rys.2.6.6.
Rozwigzanie:

Stopien statycznej niewyznaczalnosci rozpatrywanej kratownicy wyznaczy-
my ze wzoru:
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n=r+p-2w=3+17-2-10=0

Rekcje podpor (Rys.2.6.7.) obliczamy wykorzystujac rOwnania rownowagi
jak dla ptaskiego dowolnego uktadu sit.

My, =0 - —P-3l—P-3l+Rs -9+ 2P-4l=0 —

2
Rs = — 2
5 9

P
SF;, =0 —> Ry -2P =0 — R, = 2P

2
SFiy = P+ Ry~ P + Rs =0 = Ry =5 P

P
v 8 9 19 2P
¥
3 4
Rs
D 3l ¥ 31 ¥ 3/ ¥
Rys.2.6.7.

Na Rys.2.6.8. przedstawiono sily czynne i bierne dzialajace w poszczego6l-
nych wezlach kratownicy.
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Wyznaczanie sit w pretach kratownicy rozpoczynamy od wezta 1, w ktorym
mamy tylko dwie nieznane sity N, (i N, .

Wezel 1 (Rys.2.6.8)

. 4 3
sina = = cosa = -
5 5
ZFiy =0 N1_6Sina+P =0 — N1—6= — sil:lo( - — ZP
YF, =0 Nj_gcosa + N;_, = 0
5 3 3
- N;_, = —N;_gcosa = ZP = Zp

Wezet 6 (Rys.2.6.8)
Z'Fi =0 _N2—6_ N1_6Sina =0 g _N2—6+ %Pg =0

- Npg=P
JF,, = 0 Ng_y- Ny_g4co0sa =0 - Ng_,+-P= =20

3
- N6—7 = _ZP

Wezel 2 (Rys.2.6.8)
z'Fi =0 R2y + N2—6 +N2_7Sina =0 - N2_7 = —EP

YF,, =0 —Nj_, + Ny_3 + Ry + Ny_ycosa = 0

1
d ]\[2_3 = —§P

Wezet 7 (Rys.2.6.8)
2
ZFL' = 0 — P - N3_7 - N2_7Sina = 0 d N3_7 = §P

5
ZFix =0 _N6—7 + N7—8_ N2_7COSO( =0 - N7—8 = —§P
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Wezet 3 (Rys.2.6.8)

5
ZFL = O N3_8Sina + N3_7 = 0 - N3—8 = _EP

1
ZFi == O _N2_3+N3_8C05a + N3_4 == 0 - N3_4 == _EP

Wezet 8 (Rys.2.6.8)
2
ZFl =0 _NS_SSina _N4—8 =0 - N4—8 =-P

9
11
2F, =0 —N;_g + Ng_g —N3_gcosa = 0 - Ng_g == _?P
Wezet 4 (Rys.2.6.8)
5

ZFi =0 N4,_g$ina + N4—8 =0 - N4—9 = _EP
XF, =0 —N3_4 +Ny_gcosa + Ny_s =0 » Ny 5 =0
Wezel 9 (Rys.2.6.8)

2
2F,, = —Njy_gsina- Ns_g = 0 - Ns_o ==§P
YF;,, = —Ng_g—- Ny_gcosa + Ng_19 = 0 - Ng_i9 = —2P
Sprawdzenie:
Wezet 10 (Rys.2.6.8)
YF;, = —Ng_19—- 2P — Ns_jpocosa =2P —2P =0

2Fy =-Ns_10 = 0
Wezet 5 (Rys.2.6.8)

YF,, =—N4y_5 + Ns_ig9cosa =0 + Ocosa = 0

2F;

2 2
iy = Rs + Ns_g + Ns_jgsina = —<-P + =P + Osina= 0

9 9
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Przyktad 2.6.2.

Wyznaczy¢ sity w pretach 9-8, 2-8, 2-3, 7-6, 7-4 oraz 3-4 kratownicy przed-
stawionej na Rys.2.6.9.

Rozwigzanie:

Poniewaz nalezy wyznaczy¢ sily tylko w 6 pretach kratownicy to mozemy
zastosowa¢ metode Rittera.

Stopien statycznej niewyznaczalnos$ci rozpatrywanej kratownicy:

n=r+p-2w=3+15-2-9=0

Rys.2.6.10.

Rekcje podpor (Rys.2.6.10.) wyznaczymy z ogdlnych réwnan row-
nowagi jak dla ptaskiego uktadu sit:
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XMy =0 - Ryy,-12a+P-16a+4P-3a—P-10a=0

3
Fi, =0 Ri+R P—-P=0 Ry ==P
Zly - 1+ 4y+ - 1 2

YFiy =0 > Ry —4P =0 - Ry, =4P

Ja

Rys.2.6.11.

W celu wyznaczenia sit w pretach 9-8, 2-8, 2-3, 7-6, 4-7 oraz 4-3
(Rys.2.6.10.) prowadzimy przez te prety przekroje I-I i II-II a nastepnie

piszemy réwnania rownowagi dla wycigtych czesci kratownicy (Rys.2.6.11.).

Przekroj I-1

Kierunki poszukiwanych sit 9-8 1 2-8 przecinaja si¢ w punkcie 8 zas
sit 2-8 12-3 w punkcie 2 (Rys.2.6.11.a.). Stosujac rownania rownowagi beda-
ce sumg momentéw wszystkich sit, dzialajacych na rozpatrywang cze$¢ kra-
townicy, wzgledem odpowiednio punktéw 2 i 8 wyznaczymy sily w pretach
9-812-3. Poniewaz w rozpatrywanym przyktadzie dwa z przecigtych pretow
sg do siebie rownolegle, to trzeciego punktu Rittera nie znajdziemy. W takim
przypadku site w precie 2-8 znajdziemy piszac rownanie sumy rzutéw sit na
o$ prostopadta do kierunku pretow rownolegtych, czyli na oS y.

. 3
sina = —

V13
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3 13 V13
ZFiy:() d R1+N2_8-sina=0 d NZ_BZ—EP'T:—TP
ZMZ =0 - _Ng_g -3a — Rl 4a=0 - Ng_g = —-2P

ZMSZO_) _R1‘6a+N2_3‘3a:0_) N2_3:3P

Analogicznie postepujac znajdziemy sity w pretach 4-3, 7-6 1 4-7
(Rys.2.6.11.b.).

Przekroj 1I-11
XM; =0 > Ryy-2a+Ry-3a+P-6a—Ny 3-3a=0

3
—EP-2a+4P-3a+P-6a=N4,_3-3a - Ny_3=05P

16
YMy=0-> 4P-3a+ N, ¢-3a+P-4a=0 - N7_6=—?P
F, 0 R4y + P+ N [ 0 3P+P+N > 0
. = -_ . = - —_—— . —_—
XFiy 4y 4-7 " Slna 2 4-7 Vi3
V13
N4_7=TP

Przyktad 2.6.3.
Wyznaczy¢ sity w pretach 2-3, 9-8, 8-2, 7-8, 7-3, 3-4 kratownicy przedsta-
wionej na Rys.2.6.12.

VZCIvQGV 20‘|/ 20‘|/
7 7 P

Rys.2.6.12.
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Rozwigzanie:

Stopien statycznej niewyznaczalnosci rozpatrywanej kratownicy:

n=r+p-2w=3+17-2-10=0

Rekcje podpor (Rys.2.6.13.) wyznaczymy z ogdlnych réwnan rownowagi
jak dla ptaskiego uktadu sit.

XMy =0 - 3P-2a+R,,-6a+4P-3a=0 —» Ry, =-3P
YFi, =0 - —Ry,,—4P—-P=0 - R, = —-5P

| 2a I 2a L 2a L 2a /||/

71 71 7 7T

Rys.2.6.13
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Rys.2.6.14.

W celu wyznaczenia sit pretach 2-3, 9-8, 2-8 prowadzimy przez te
prety przekrdj I-1 a nastepnie piszemy rownania rownowagi odcigtej lewej
czesci kratownicy (Rys.2.6.14.a.).

. 3
sina = —

V13

ZM2=0_> _N9_8'3a+P'2a_R1'2a=0_> N9_8=O
2M8=0_) N2_3'3a_R1‘4a_3P'2a+P'4'a=0_) N2_3=2P
ZFly=0 g R1+N2_8'Sln0(+3P—P=0 i N2_8=_V13P

Sity w pretach 7-8, 7-3, 3-4 wyznaczymy analogicznie piszac row-
nania rownowagi dla prawej czesci przekroju II-1I (Rys.2.6.14.b.).
XM;=0 > N; g-3a+4P-3a+ R4y -2a=0 > N;_g=-2P

XM; =0 > —N, 3-3a—Ryr-3a—P-3a=0 > N, 3=4P
ZFiy =0 - R4y_N7_3 -sina =0 — N7_3 = _\/EP

Przyktad 2.6.4.
Wyznaczy¢ sity w pretach 3-5, 3-6, 4-6, 7-5, 7-6, 6-8 kratownicy przedsta-
wionej na Rys.2.6.15.a.
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AT AT
]
f\n S
AT AT
] ]
™~ o~
AT AT
3
o 5
AT ;(
]
o~ o
N N
~ ETT S
RI:;

Rys.2.6.15.

Rozwigzanie:

Stopien statycznej niewyznaczalnosci rozpatrywanej kratownicy:
n=r+p-2w=3+17-2-10=0

Rekcje podpor (Rys.2.6.14.b.) wyznaczymy z roOwnan rownowagi jak dla
ptaskiego uktadu sit.

XM =0 -> 3P-6a+R;,-3a—P-3a=0 - R,, =-5P
»Fy,=0-> Ry, —2P+R;,—P=0—-> R, =8P

YF,=0 > R,—3P=0—> Ry, =3P

W celu wyznaczenia sit w pretach 7-5, 7-6, 6-8, prowadzimy przez
te prety przekrdj I-I (Rys.2.6.15.b.). Sily w przecietych pretach znajdzie-
my wykorzystujgc warunki réwnowagi odcigtej gornej czesci kratownicy

114



(Rys.2.6.16.a.). Aby znalez¢ poszukiwane sity nie musimy zna¢ warto$ci
reakcji podporowych jezeli rownania rownowagi postawimy dla gornej od-

cigtej czesci.

a) LI b) 111
AT
AT &
- o
(N1
AT AT
3
™ ]
M
A = £ s
Rys.2.6.16.
; 3713
COSp = ——
13

YFiy=0—> Ng_;-cosp=0-> Ng_;,=0
ZM7=O_) _N6_8'3a_P‘3a=0_) N6—8=_P
YMg=0—-> 2P-3a+N5_,-3a=0 - Ny_, =—2P

Sity w pretach 3-5, 3-6, 4-6 wyznaczymy piszac roOwnania rownowagi dla
dolnej czesci przekroju II-1I (Rys.2.6.16.b.).

V2
cosa = —-

—3P
ZFix =0- R1x+N6_3'COSa=O—> N6—3 ZEZ _gﬁp

ZM6 = O - _N3_5 . 3(1 - Rly . 3a+R1x . 6a = 0 - N3_5 = —-2P
ZM3 = 0 - N4—6 . 3a + Rzy . 3a+R1x . 3a = 0 - N4-—6 = ZP
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Przyktad 2.6.5.
Wyznaczy¢ sity w pretach 3-5, 3-4, 2-4, 5-6, 6-B, B-8, 6-7, 6-8, 9-11, 10-11,
10-C kratownicy pokazanej na Rys.2.6.17.

4P
3P _Yo 11
5
C
10
31 v 3 I
71 7

Rys.2.6.17.

Rozwigzanie:

Stopien statycznej niewyznaczalnosci rozpatrywanej kratownicy:
n=r+p-2w=4+26-2-15=0

W celu wyznaczenia reakcji 1 uproszczenia dalszych obliczen kratownice

przedstawiong na Rys.2.6.17. podzielono w przegubie D na dwie kratownice
proste (Rys. 2.6.18.a.12.6.18.b.).

- kratownica prawa (Rys. 2.6.18.a.):

YFL=0 - Rp,+3P=0 - Rp,=-3P
YME=0 - R.-6l—4P-31—3P-2l=0 - R;=3P
YF,=0 - Rypy+R.—4P=0 - Rp, =P

- kratownica lewa (Rys. 2.6.18.b.):

S ME=0 - Ry, -6l—P-4l—2P-21—Rp,-10l=0 - Rp, = 3P
ZFLI:;/:O e RA+RBy_P_RDy=0 - RA=_P
ZFI:XZO _)_RBJC-I_ZP_RDJC:O 4 RBXZSP
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Rys.2.6.18.

Sity w pretach 3-5, 3-4, 2-4 wyznaczymy piszgc rownania rownowagi dla
lewej czesci przekroju I-1 (Rys.2.6.19.a.).

b) 1-I7
{_§-3-5 S6-5 e’ 6 7
//S,%
BC/___ JDJ:
Sss 8 |
Rpy Y

Rys.2.6.19.

ZM4_=O - —RA4l—2P2l_S3_52l=0 - 53_5=0
ZM3=O - —RA4‘Z+52_42l=0 - 52_4=—2P
ZFly =0 - RA_P_ 53_4=O - S3_4_=_2P
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Przekroj 1I-1I (Rys. 2.6.19.b.)

W2
sma—z

ZFLy =0 - _SB_6Sina—RDy:0 - SB—6:_\/§P

YMgp =0 - _RDy'4l+56_5'2l=0 ~ Ses=2P

M, =0 - _RDy'ZI_RDx'ZI_Sg_B'ZIZO > Sg_p=2P
b)

a) II-111

6 S76 7 So.11 11

?—

Rys.2.6.20.

Przekréj I11 — 111 (Rys. 2.6.20.a.)
ZFiy =0 = Sg¢—Rpy=0 - Sg¢=P

ZMS :O_) _RDy'2l+S7_6'2l:0_) 57_6:P
ZM6 :O i _RDy'ZI_RDx'ZI_SS_B'Zl:O i Ss_BZZP

Przekroj IV — 1V (Rys. 2.6.20.b.)

2V13

13
i 3V13
ZFiy =0 - —510_11$lnﬁ + RC =0 - 5'10_11 — TP

sinff =

ZM10=O—) Rc'3l+59_11'2l=0—) 59_11=_§P

XMi;=0> Sipc=0
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Przykiad 2.6.6.
Wyznaczy¢ sity w pretach 8-7, 3-4, 13-7, 13-4 kratownicy typu K przedsta-
wionej na Rys.2.6.21.

6P
10 9 8 7 gy 4P
- P> ? 2 >
3a ! Iﬁ -
3%
£ / P
o
AN > O O
S a— ; 1 5
P
| 2a I 2a l 2a | 2a L
1 71 1 I /1
Rys.2.6.21.

Rozwigzanie:

3a

4
1

Rys.2.6.22.

Stopien statycznej niewyznaczalnos$ci rozpatrywanej kratownicy:
n=r+p-2w=3+25-2-14=0
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Sity w pretach 8-7, 3-4, 13-7, 13-4 mozemy wyznaczy¢ analizujgc rowno-
wage sit dla prawych czgsci przekrojow (Rys. 2.6.23.). Nie ma, w zwigzku
z tym, potrzeby wyznaczania reakcji podpor.

a)

Rys.2.6.23.

W celu wyznaczenia sit pretach 8-7 i 3-4 prowadzimy przez te prety przekroj
I-I. Sily w przecigtych pretach znajdziemy wykorzystujac warunki rowno-
wagi odcietej prawej czesci kratownicy (Rys.2.6.23.a.)

YM;=0 > Ng_,-3a+4P-3a—6P-4a=0 > Ng_, = 4P
YMg=0 > —N;_,-3a—P-3a—6P-4a=0 > N;_, = —9P

Sity w pretach 13-7 1 13-4 wyznaczymy piszgc rownania rownowagi dla
prawej czgsci przekroju I1-1T (Rys.2.6.23.b.).

YFiy =0 —> —6P — Ny3_;-sina+ Nyj3_,-sina =0
YFiy =0 > —4P —P — Njy3_,-cosa — Ny3_, - cosa — Ng_; — N3_, =
= —Nj3_7-cosa — Nyz_4 - cosa =0

. 3 4
sina = = cosa = =
5 5
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2.6.2. Kratownice — zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Wyznaczy¢ sity w pretach kratownicy przedstawionej na Rys.2.6.24. metoda
rownowazenia weztow. Zaznaczy¢ wszystkie prety zerowe.

2P 4P
2 Ls 3 7] 9 4P
o ; A
7 g
FAY 12 AN
% l I ! I ! % l Vv
A 7 7 7

Rys.2.6.24.

Zadanie 2.

Wyznaczy¢ sity w pretach 5-7, 6-7, 6-8 kratownicy przedstawionej na
Rys.2.6.25. stosujac metode Rittera.

2P 4P
2 3 g 4 J 9 _ 4P
: -
|
|
|
|
a
1 ‘ 7
12P -
| l L [ L i " ! L
4 7 7 7 A
Rys.2.6.25.
Zadanie 3.

Wyznaczy¢ sity w pretach kratownic przedstawionych na Rys.2.6.26.
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2P i

e
firg
==

e
s
==

A
g
=

B
s

b3
g
=

©) 2p _ N ~

d) 2P

*

Rys.2.6.26.
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2.7. Luki[2]

Luki stosowane sg jako dzwigary no$ne w budownictwie ogdlnym
1 mostowym. Ze wzgle;du na wyniosto$¢ tuki dzielimy na: plaskie (f < é)
i wynioste (f* > —) gdzie
f— strzatka tuku (Swysokosc) [/ — rozpietos¢ tuku.

Z uwagi na schemat statyczny najczgsciej w konstrukcjach budow-
lanych stosowane sg tuki: bezprzegubowe (Rys.2.7.1.a), jednoprzegubo-
we (Rys. 2.7.1.b), dwuprzegubowe (Rys. 2.7.1.c) i trojprzegubowe (Rys.
2.7.1.d).

YR
Ve

Rys. 2.7.1.

Ksztalt tuku moze by¢ kotowy, paraboliczny, eliptyczny, sinusoidal-
ny i inny [2]:
* ik paraboliczny (Rys.2.7.2.) — stosowany jest gtownie przy dominuja-
cym obcigzeniu rGwnomiernie roztozonym.
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&
; 4
/
X
N4

<X
e
'}

Rys. 2.7.2.

W uktadzie wspotrzednych przedstawionym na Rys.2.7.2. réwnanie
osi tuku ma postac:
4f
y=y-x-(-x) (2.8)

za$ kat nachylenia stycznej do krzywej w dowolnym przekroju a-a:

dy _ _ A _ -
—=tge =" (I—-2x)= ¢ =arctg [12 { 2x)] (2.9)

* luk kotowy (Rys.2.7.3.) — stosowany jest gtéwnie przy dominujagcym ob-
cigzeniu radialnym.

2 72

N
T

+

&

Rys.2.7.3.

W uktadzie wspotrzgdnych przedstawionym na Rys.2.7.3. rOwnanie
osi tuku ma postac:

y=f—-r+ ’TZ—(x—é)z 2.10)
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za$ kat nachylenia stycznej do krzywej w dowolnym przekroju a-a:

-2 -2
Q =1gQ = [-2x = @ =arctg [-2x (2.11)

dx l 2 Z 2
2.0rr = x—— 20Kt = x——
2 i 2 |

* luk eliptyczny (Rys.2.7.4.) — stosowany gtéwnie przy dominujgcym ob-

cigzeniu trapezowym, symetrycznym wzgledem zwornika.

2 72

N
™

—+*
&

Rys.2.7.4.

W uktadzie wspotrzednych przedstawionym na Rys.2.7.4. rbwnanie
osi tuku ma postac:

P ) (2.12)
12

za$ kat nachylenia stycznej do krzywej w dowolnym przekroju a-a:

dy —f-Q2x-1) —f(2x-1)
haC = 2 7 7 = L e 2.13
dx tg(p I/ —x-(x=1) = ¢ arctg [l- —x-(x—1) ( )

Reakcje podpor w tukach statycznie wyznaczalnych wyznaczamy korzystajgc
z rownan rownowagi takich jak dla ptaskiego dowolnego ukiadu sit.
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2.7.1. Sily wewnetrzne w tukach [2],[3]

Rozwazmy tuk przedstawiony na Rys.2.7.5.a bedacy w rownowadze
pod wplywem dziatajacych nan obciagzen. Jezeli przetniemy luk myslowo
przekrojem a, — a, lub o, — a, , to w plaszczyznie przekroju wystapig sity
wzajemnego oddziatywania oddzielonych czegsci (Rys.2.7.5.b.).

n a0

Rys.2.7.5.a.

Rys.2.7.5.b.

Na Rys.2.7.6. przedstawiono sily dzialajace na wycigty przekrojami
a, —a, 10, —a, srodkowy fragment tuku (oddziatywanie pozostatych czesci
luku na rozpatrywany element przedstawiono w postaci sit wewngtrznych
Ng,Tq, iMg oraz Ny, To, i Mg,).
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Pokazane na Rys 2.7.6. zwroty sit wewngtrznych traktujemy, zgod-
nie z przyjetag umowa znakowania, jako dodatnie.

Istota sit wewnetrznych zostata szerzej omowiona w rozdziatach
2.1.12.2.

Rys.2.7.6.

2.7.2. Zaleznosci rézniczkowe miedzy siltami wewnetrznymi i ob-
ciazeniem zewnetrznym [3]

W celu wyznaczenia zalezno$ci rdzniczkowych wystepujacych
migdzy sitami wewnetrznymi i obcigzeniem zewngtrznym rozwazymy tuk
swobodnie podparty przedstawiony na Rys 2.7.5.a., z ktorego wycinamy
nieskonczenie maty element o dhugosci ds (Rys.2.7.6.). Oddzialywanie sa-
siednich elementow na wycigty element ds przedstawiono w postaci sit we-
wnetrznych (Rys.2.7.7.).

Poniewaz wszystkie obcigzenia zostaty zredukowane do osi cigz-
kosci tuku, to obcigzenie poziome g, roztozone w sposob ciggly na gornej
krawedzi tuku, dato w osi dodatkowy moment ciagly m = q, % .

Mozna przyjaé, ze na dtugosci analizowanego elementu o dtugosci
ds obcigzenia zewngtrzne majg warto$c stala.
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Rys.2.7.7.

Analizowany tuk jest w réwnowadze, wiec 1 wyciety jego element
o dlugosci ds musi by¢ w rownowadze.

Dla elementu tego mozemy zatem utworzy¢ trzy rOwnania rowno-
wagi rzutujac wszystkie sity na kierunek normalny i styczny do osi $rodko-
wej tuku oraz piszac réwnanie momentéw wzgledem punktu C.

Jezelide = 0tosinde = do;

. d d d
cosd<p£1( sm?(pET(p; cosT(pzl)

Przyjmujac, ze ds = pd¢ oraz pomijajac mate wielkosci wyzszego
rzgdu rownania rownowagi majg postac:

2 Fin =0; (2.14)

—(T, +dT,) cosdT(p + T, cosdT(p — N, sindT(p —

(2.15)
(Ng +dNy) sindT(p —qp,ds =0
—dT, — 2N, £ — g, ds = 0
a = fNaj, ~ ndS = (2.16)
XF=0; (2.17)
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(Ny +dNy) cosqu!J - N, cos%q) - T, sindT(p -

. (2.18)
(To + dT) sin=" + q¢ds = 0
ds _

dN, — ZTQZ +qds =0 (2.19)
XM =0; (2.20)

—My + My +dM,) — Ty tandT(p —
do @ 21)

(T, + dTa)QtanT —mds =0
M, — (M, +dM,) + 2T,0 tandT(p +mds =0 2.22)
—dMy, + Tpds +mds =0 (2.23)

Roézniczkowe zaleznosci miedzy sitami wewngtrznymi i obcigze-
niem zewngtrznym maja wiec postac:

e _ _ . _ Na
s InT (2.24)
dN, T,
—_—a _ _ + ‘s
s T (2.25)
AM,
s~ latm (2.26)
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2.7.3. Przyklady obliczeniowe — luki

Przyktad 2.7.1.

Dla tuku kotowego przedstawionego na Rys.2.7.8.a. sporzadzi¢ wykresy sit
wewngtrznych.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnos$ci n=0

2. Obliczenie reakcji (Rys.2.7.8.b.):

ZFiyZO; _P+RAy:0 - RAy:P
Y Fix =0; Ry =0
YMy=0; M,—P-2r=0 — M, =2Pr

3. Réwnania sit wewnetrznych w przedziale B-A (Rys.2.7.9.)

Site P przylozong w punkcie B zrzutowano na kierunek normalny i styczny
do przekroju a-a.

¢ — kat nachylenia stycznej do krzywej w punkcie, w ktorym wyznaczamy
sity wewngtrzne Ty, N, M,

PrzedziatB-A 0<x<2r 0<y<r
Z Fiy = 0; N, = Psing

Z Fi,, = 0; T, = Pcosp

2 M;. =0; M, = —Px
r—x

sing =
T

r—Xx

= arc sin
@ T
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Rys.2.7.9.

Tabela 2.7.1. Wartosci sit wewnetrznych w punktach charakterystycznych

Punkt X ¢ Ta Ne Me
[r] [rad] [P] [P] [Pr]
T

B 0,00 > 0 1 0
1 020 | 0927295 0.6 0.8 202
2 0,40 | 0.6435011 0.8 0,6 20,4
3 0,60 | 04115168 | 0,916515139 | 0.4 20,6
4 0,80 | 02013579 | 0,979795897 | 0.2 0.8

C 1,00 0 1 0 N
5 120 | 02013579 | 0.979795897 | -0.2 12
6 1,40 | -0.4115168 | 0,916515139 | -0.4 14
7 1,60 | -0,6435011 0.8 20,6 1.6
8 1.80 | -0,927295 0.6 20.8 18

A 2,00 - g 0 1 2

Wykresy sil wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.7.10.
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Przyktad 2.7.2.
Dla tuku parabolicznego przedstawionego na Rys.2.7.11.a. sporzadzi¢ wy-
kresy sit wewnetrznych.

a) b) \%’i 4qf

; pgsssnsnsey M NN YRR RNENny JANR BT RRRpRYS

61

2 . 2l

Rys.2.7.11.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci n=4+2-3-2=0
2. Obliczenie reakcji (Rys.2.7.11.b.):

YFy, =0, —4ql+ R4, +Rg, =0 —> Ry, =2ql

Y ME=0;  Rpy-21—2ql-1—Rp, 6l=0 - Rp,=7ql
1

ZFixz(); Ryx —Rpxy =0 - Rszgql

3. Rownania sit wewngtrznych (Rys.2.7.12.)

Wartos¢ sity poprzecznej T, w danym przekroju a jest rowna sumie alge-
braicznej wszystkich sit zewnetrznych lezacych po jednej stronie analizo-
wanego przekroju zrzutowanych na kierunek tego przekroju. W zwiagzku
z tym wszystkie sity lezace po lewej stronie przekroju a-a (Rys.2.7.12.) na-
lezy zrzutowa¢ na kierunek przekroju (czyli sity réwnolegle do osi y musi-
my pomnozy¢ przez cos@ a rownolegte do osi x przez sine, gdzie ¢ — kat
nachylenia stycznej do krzywej w punkcie, w ktorym wyznaczamy site T,
—Rys.2.7.12.).
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Analogicznie aby znalez¢ warto$¢ sity podtuznej N, w danym przekroju a,
ktora jest rowna sumie algebraicznej wszystkich sit zewnetrznych lezacych
po jednej stronie analizowanego przekroju zrzutowanych kierunek normal-
ny do przekroju, wszystkie sity réwnolegle do osi y mnozymy przez sing
a rownolegte do osi x przez cose (¢ — kat nachylenia stycznej do krzywej
w punkcie, w ktorym wyznaczamy site N~ Rys.2.7.12.).

—1gx

RAJ'

Rys.2.7.12.

Roéwnanie tuku parabolicznego w uktadzie xy przedstawionym na Rys.2.7.12

ma postac:
4(61) 3 x?
y= an? x-(4l—x) = 6x_ET
dy x
—=tgp =6—3-
ax 9% z

@ = arctg [6 - 3%]

sing = (6 -3 %) cosQ
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PrzedziatA-B 0 <x <4l 0<y<6l

l
Ty = Ryycos@ — Ryysing — qxcose = 2qlcose — %sinqo —qgxcosp =0
, . . ql ,
Ny = —Ryysing — Ryxcos@ + qxsing = —2qlsing — gcosqo + gx sing
x ql X
Mg = RayXx—Rsxy — qx5 = 2qlx — ;(6x - ——) —qx3 = 0

Tabela 2.7.2. Wartosci sit wewngtrznych w punktach charakterystycznych

X y ¢ Ty Ng M,
Punkt

] 1] [rad] [q!] [q!] [9P]
A 0 0 1,405648 0 -2,02759 0
1 0,4 2,16 1,365401 0 -1,63435 0
2 0,8 3,84 1,299849 0 -1,24544 0
3 1,2 5,04 1,176005 0 -0,86667 0
4 1,6 5,76 0,876058 0 -0,52068 0
C 2 6 0 0 -0,33333 0
5 2.4 5,76 -0,87606 0 -0,52068 0
6 2,8 5,04 -1,17601 0 -0,86667 0
7 3,2 3,84 -1,29985 0 -1,24544 0
8 3,6 2,16 -1,3654 0 -1,63435 0
A 4 0 -1,40565 0 -2,02759 0

Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.7.13.

*  Wniosek: Jezeli tuk paraboliczny obcigzony jest wylgcznie obcigzeniem

cigglym rownomiernie roztozonym (Rys.2.7.11.) to powstaja w nim wy-

tacznie silty normalne. Dlatego tez, tuki paraboliczne powinny by¢ stoso-

wane zwlaszcza wtedy gdy obciazenie takie jest dominujace.
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Przyktad 2.7.3.
Dla tuku kotowego przedstawionego na Rys.2.7.14.a. sporzadzi¢ wykresy sit

wewngtrznych.

a) b)

Rys.2.7.14.

1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci n=4+2-3-2=0
2. Obliczenie reakcji (Rys.2.7.14.b.):

1 l 1

XMy =0; Rpy-l—-ql-7=0 — R, =-ql

1 3
ZFiy=0; _qu+RAy+RBy=O d RAy=§ql

1 1 1
Y>ME =0; Rpy-5l=Rpx-5l=0 - Rpx =24l
1

Y Fix=0; Ryx —Rpy =0 - RAx=§ql

3. Rownania sit wewngtrznych (Rys.2.7.15.)

Roéwnanie tuku kotowego w uktadzie xy przedstawionym na Rys.2.7.14 ma
postac:

y=+xl —x?

dy _ . l-2x _ 1-2x .
w9 = > (p—arctg[—zm] i(x#0 orazx#1 )

dla x=0 ¢=> dla x=l ¢=-=

138



-

Rys.2.7.15.

Prredziat AC 0<x <2l 0<y<sl (Rys27.15a)

. 3ql ql .
To, = R4ycosp — Ryysing — qxcosp = ?cosgo - §5m<p — qx cosQ
. . 3ql . ql .
Ny, = —Ryysing — Ryycos@ + qxsing = — ?smq) - gcosw + qx sing

_ x _ 3ql ql X
Ma, = RayX—Raxy —qx5=-"x =2y —qx3

Prredzial CB ZI<x<I —12y>0 (Rys27.15b.)

l
Ta, = Raycosp — Ryysing — q Ecoscp

_ 3ql ql . l _q ql .
=3 cos 8sm<p q2 cosQ = 8cos<p 8sm<p

l
Ny, = —RpySing — Rycosg + qisincp

_ 3ql . ql +l. _ql ql
= 3 sing 3 cosp +q > sing = 3 sing 3 cosQ

l l 3ql l l l
Ma, = Rayx—Raxy = a3(x =5) = 5 =Gy —az(x—3)
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0,125

-0,375

Rys.2.7.16.
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Tabela 2.7.3. Wartosci sit wewngtrznych w punktach charakterystycznych

Punkt X y o Ty N, M,
(1 (1 [rad] [q91] [ql] [97]

A 0 0 1,570796 -0,125 -0,375 0
1 0,1 0,3 0,927295 0,065 -0,295 -0,005
2 0,2 0,4 0,643501 0,065 -0,205 0,005
3 0,3 10,45825810,411517|0,018738635|-0,144560,010218
4 0,4 10,48989810,201358 | -0,0494949 |-0,11747 |0,008763
C 0,5 0,5 0 -0,125 -0,125 0
5 0,6 10,489898|-0,20136 | -0,09747449 | -0,14747 | -0,01124
6 0,7 10,458258|-0,41152 | -0,06456439 | -0,16456 | -0,01978
7 0,8 0,4 -0,6435 -0,025 -0,175 -0,025
8 0,9 0,3 -0,9273 0,025 -0,175 -0,025
A 1 0 -1,5708 0,125 -0,125 0

Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 2.7.16.

Przyklad 2.7.4.

Dla tuku eliptycznego przedstawionego na Rys.2.7.17.a. sporzadzi¢ wykresy
sit wewnetrznych.

Rys.2.7.17.

1. Stopien statycznej niewyznaczalno$ci n=0

2. Obliczenie reakcji (Rys.2.7.17.b.):

SMy=0;  Rp-l—2ql-7=0 - Ry=:ql

1 3
ZFiy =0; _qu+RAy+RB =0 - RAy =§ql
ZFixZO; Rszo
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3. Réwnania sit wewngtrznych (Rys.2.7.18.)

ax
q *
)A 3 z
M,,;
14,
x>

Wil
A
2, .

Rys.2.7.18.

a)

Rux
—

Rownanie tuku eliptycznego w uktadzie xy przedstawionym na Rys.2.7.17
ma postac:

y = %\/xl — x?

dy _l-2x _ 1-2x .
Lo = 2 (p—arctg[gm] i( x#0 oraz x#l )

A

dla x=0 (p:E dla x=l go:—g

Prredzist A-C 0<Sx <2l 0<y< %l (Rys.2.7.18.a. )

3ql
T, = Raycosp — qxcosp = ?cosq) — qx cosQ
3

Ty, =0 - x= §l

, . 3ql . .
No, = —Ryysing + qxsing = — 3 Sy + gx sing

3ql
My, = Rpyx — qxg = %x - qxg
2

Ekstremum momentu: M, (x = %l) = %ql ' %l —%(%l) = %qlz

Przedzial C-B %l <x<l %l >y >0 (Rys.2.7.18.b.)
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l 3ql l ql

T, = Ryycosp — q Ecosq) = ?cosq) - qz cosp = —Ecosq)
. L. 3ql . L ql .
Ng, = —Ryysing + qzsmq) = —?smw + qz sing = §5m<p

= b - =2~

Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys. 2.7.19.

0,050  0,0375 g 925
5 A ,025
0,675 0,070 G002 0,0125

M) 147 AN

Rys.2.7.19.
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Tabela 2.7.4. Wartosci sit wewnetrznych w punktach charakterystycznych

X y ¢ Ta Na Ma
Punkt

1 (1] [rad] lq1] lq] | [q7]
A 0 0 1,570796 0 -0,375 0
1 0,1 0,075 0,927295 0,165 -0,22 10,0325
2 0,2 0,1 0,643501 0,14 -0,105 | 0,055
3 0,3 0,114564 | 0,411517 | 0,068738635 | -0,03 | 0,0675
4 04 0,122474 1 0,201358 | -0,0244949 0,005 0,07
C 0,5 0,125 0 -0,125 0 0,0625
5 0,6 0,122474 | -0,20136 | -0,12247449 | -0,025 | 0,05
6 0,7 0,114564 | -0,41152 | -0,11456439 | -0,05 | 0,0375
7 0,8 0,1 -0,6435 -0,1 -0,075 | 0,025
8 0,9 0,075 -0,9273 -0,075 -0,1 0,0125
A 1 0 -1,5708 0 -0,125 0
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Rozdziat 3

3. Rozwigzania zadan

3.1. Rozwiazania zadan z rozdzialu 2.4.2.

a)
g’
Ay bbb iide B C D E ’/D
s T e
2ql
2] 2] [ . [ [
[ |2ql
Y
Rri\' £ B RB.\'
?RA_\' TRB_\ q]-
RB.\' B & D E F
' AN AN
RB1¢ Ve T Ve
7(1,_7
v .
Rys.3.1.1
1. n=r+s-3t=4+2-3-2=0
2. Wyznaczenie reakcji
Ry =Rpxy =0
- belka lewa:
ZFiy = 0, RAy - qu + RBy =0 RAy = ql
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- belka prawa:
Y My =0; Rpy-2l+2ql-1+Rg-2l+ql?=0 Rg :_gql

N Fy =0; —Rgy,+R¢+2ql+R; =0 Re =2q
3. Rownania sit wewngtrznych w poszczegolnych przedziatach (Rys. 3.1.2.)

PrzedziatA-B 0 < x; < 21

T(xy) = ql — qx,

T(x; =0) =ql T(x, =21) = —ql
T(x;)=0 - ql—qx;=0 - x;=1

2
M) = qlxy — qxy - 2= gl xy — g - &2
0?1

Mx;=0D=ql-1—q T:quz

N(x;) =0

Przedziat B-C 0 < x, < 21

T(x;) = —ql

M(x;) = —ql-x,

M(x,=0)=0 M(x, =2l) =—2ql?
N(x;) =0

Przedziat C-D 0 < x3 <

T(x3) = l+31—1l
X3) =@t T5at =54

3
M(x3) = —ql- (21 + x3) +§ql-x3

M(x3 = 0) = —2ql? M(x; =1 = —gql2

N(x3) =0
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Przedziat E-D 0 < x, <

5
T(x) = 5l

5
th)=qﬂ-§qu4
M(x, = 0) = ql?
N(X4) = O

Przedzial FE 0 < x5 <[
T(xs) =0

M(xs) = ql?

N(XS) =0

Wykresy sit wewnetrznych (Rys. 3.1.2.).

M(x, =1) = —gql2

oy
A B
gx:
ql ?1 Tq] X Xs |
= e
e Lt ql’
B i D E f;
AN
T?ql 2!
\ | \ | \ \
| | 2 3
! ] NN I
‘ &) = I\ T8l 1 & @ [q ]
1 \ \ \
: I
2 ER |
| I HT | 2
WM M@Lu] @ [Q’r’ ]
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b)

/ 3] 21 ,
! __7qf
Y
Re T
TRG T
3ql 2 Ro
A.M.':f :)q
R:h 2_&1 B C RC\
LRG
R-hT
Rys. 3.1.3.
l. n=r+s-3t=4+2-3-2=0
2. Wyznaczenie reakcji podpor (Rys. 3.1.3.).
Rex = Rax =0
- belka prawa:
ZFiy=O; RD—qu'l'RCy:O RCy=ql
- belka lewa:
ZFl-y =0; —Rgy—3ql+ Ry, =0 R4y =44l

3. Roéwnania sit wewnetrznych: (Rys. 3.1.4.):
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Przedziat A-B 0 < x; <[
T(x1) = 4ql

M(x;) = —10ql? + 4ql - x;
M(x; = 0) = —10q!? M(x,; = 1) = —6ql?
N(xy) =0

Przedziat CB 0 < x, < 3l

q(xZ) :2_q N (x ) — quZ
X 3 120 = 3

! — 1 2qx, _ qx;
Top) =ql45q() % =qlty — 0 =g+
T(x, =0) =ql T(x, = 31) = 4ql

1 2

M(xZ):_ql.xz_%q(xZ).lei,—Z:_ql'xz_E'%'x
=—ql x, — _(x2)3
=—qiL X —(q 91
M@, =0)=0  M(x, =30) = —6ql
N(x,) =0

Przedziat C-D 0 < x5 < 21

T(x3) = ql —qx;3

T(x3=0)=ql T(x3 = 21) = —ql
T(x3) =0 - ql—qx3=0 - x3=1

. (x3)2

2

M(x3) = ql-x3—qx3 > = ql x3—q
MG =0)=0 M(x;=20)=0

071

M(x;=0)=ql-l1—q 5 =§ql2

N(x3) =0
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Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys.3.1.4. Wykres sit podtuz-
nych N(x)=0

| - |
' FENREERFPE
o qus Jras
gl | 5 qu
) |
10qF qm\
?A B 5
3 Iy
—
T4q1
| | | |
| | | |
4 4 | |
M |
& 1 |
e o (D) [4l]

| | 1
10 | I I
| | t
N | |
6 | [

[~

| 1
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Rys. 3.1.5.

l. n=r+s-3t=5+4-3-3=0
2. Obliczenie reakcji:
Ryx = Rex = Rpxy =0
- belka prawa:
ZM(F):O' _REyl_Bqll:O REy:—Bql
ZFiy:O; REy+RF_3ql:0 RF:6ql
- belka srodkowa:

L Mp)=0; —Rgy-2l+2ql-1—Rgy-1+3ql* =0 R, = 4ql
(D) y y ,

ZFiy:O; RCy+RD_REy_2ql:0 RD:_Sql
- belka lewa:

Y My =0; —My+2ql-1-Rg,-2l=0 M, = —6ql?
ZFiy=O; _Rcy+ZQI+RAy=O RAy=2ql
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3. Roéwnania sit wewngtrznych w poszezegdlnych przedziatach:

PrzedziatAB 0 < x; <
T(x1) = 2ql

M(x,) = —6ql* + 2ql - x;

M(x; = 0) = —6ql? M(x; = 1) = —4ql?
N(x;) =0

Przedziat CB 0 < x, <

T(x,) = 4ql

M(x,) = —4ql - x,

M(x,=0)=0 M(x, = 1) = —4ql?
N(x,;) =0

Przedziat CD 0 < x3 < 21

T(x3) = 4ql — qx3

T(x; =0) = 4ql T(x3 = 21) = 2ql

M(x3)=4ql-x3—qx3-?=4ql-x3—q

. (x3)2

2

M@ =0)=0 M = 20) = 6ql2
N(x3) =0

Przedzial ED 0 < x, <1

T(x4) = —3ql

M(x,) = 3ql? + 3ql-x,

M(x, = 0) = 3ql? M(x, = 1) = 6ql?
N(x,) =0

Przedziat EF 0 < x5 < [

T(xg) = —3ql

M(xs) = —3ql - x5

M(xs=0)=0 M(xs = 1) = —3ql?
N(xs) =0
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4 ‘ ‘ !
! |
|
: ‘/gmﬁ‘rmﬁm 0D [ 4]
|
»
6
Rys. 3.1.6.
Przedziat GE 0 < x4 < 3l
q(xe) _ Z_q q(xg) = que
X 3l 6
1 1 2qgxg
T(x6)=§q(x6)-x6=§ ) 3 *Xe =
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T(xg=0)=0 T(x¢ = 31) = 3ql

__1 Ly W Xe 1 2ax% o X6 _ o ()’
M(xq) = ZCI(xe) Xe '3 =73 3 Y63 T T4
33 2
M(xg=0)=0 M(x6=3l)=—q-T=—3ql
N(x6) = 0
d)
qr
2
g‘jummmum%Mﬂ D EC F G
B - T_?ql
4 31 I 4 2 21
qr’
Re
_77; ”; TG ]
2 3q0 R- 2q
2 Rz
Re g TTle » ETJE\ !
i i
M. 49 TRB.\ T 5 i ’
RLQE OO s, Re ’
3 LRB,
RA\T f#l
|
Rys. 3.1.7.

l.n=r+s-3t=5+4-3-3=0

2. Obliczenie reakcji:

Poniewaz belka nie jest obcigzona na kierunku x to: Rqy,y = Rpy = Rgx = 0
- prawa belka:

Y Mg =0; —Rgy-20+2ql-2l—ql?=0 Rg, =2 ql
ZFiy=O; Rgy, + Rp +2ql =0 RF=_%ql

- Srodkowa belka:

YMpy=0; —Rg,-4l+3ql-2l—Rg,-4l=0 Ry, =0ql
9

ZFiy:O; RBy+RD_REy_3ql:O RD:qu

- lewa belka:
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XMy =0; —My—4ql-2l-Rp,-4l=0 M, =-8ql?
Y Fy =0, —Rp,—4ql+ R4, =0 R4y, = 4ql

3. Réwnania sit wewngtrznych w poszczegodlnych przedziatach:
Przedziat BA 0 < x; < 4l

T(x1) = qx,

T(x;,=0)=0 T(x; = 41) = 4ql

. (x1)2

M(x;) = —qxy 2= —q =

M(x; =0)=0 M(x, = 21) = —2ql? M(x, = 4l) = —8ql?
N(x) =0

Przedziat BC 0 < x, < 3l

q(;) _2q () = 202
x, 3l X2 30

1 1 2qx,  gqxp?
T(xz)——EQ(xz) xz——z 31 X2 = 31
T(x,=0)=0 T(x, = 31) = —3ql

1 1 2 (x2)3
M(x)) = =5q(0) Xy F == 2 xp 2= —q "2~

(313 2

M(x,=0)=0 M(x, =3l) = —q-—— = —3ql

9l
N(x;) =0

Przedziat CD 0 < x3 <

T(x3) = —3ql

M(x3) = —=3ql- (I + x3)

M(x; = 0) = —3ql? M(x; = 1) = —6ql?
N(x3) =0

Przedziat ED 0 < x, < 4l
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3
T(x4) = qu

3
M(x,) = _qu'x4

M(x,=0)=0 M(x, = 4l) = —6ql?
N(xs) =0

Przedziat EF 0 < x¢ < 21

3
T(xs) = qu

3
M(xs) = ql? +5al-xs

M(xs = 0) = ql? M(xs = 21) = 4ql?
N(xs) =0

Przedziat GF 0 < x4 < 21

T(xe) = —2ql

M(xe) = 2ql - x6

M(xg=0)=0 M(xg = 21) = 4ql?
N(xg) =0
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gA 3—c |
WZ@ - a=30°

1. n=r+s-3t=4+2-3-2=0
2. Wyznaczenie reakcji (Rys.3.1.9.):

- belka prawa:

Y Mg =0; —4ql*-3ql-2l+ R;-l=0 — R, =104l

ZFiy=O; _RBy+RC_3ql=O - RBy=7ql
YFy,=0; — Rp, +3V3ql =0 - Rp, =3V3ql
- belka lewa:

XMy =0; —My+3ql-214Rp,-4l=0 — M, =34ql?

ZFiy = O, RAy + RBy + BQI =0 - RAy

—10ql

ZFix =0; Ryx + R =0 = Ry = _3\/§ql

)

Wykresy sit wewngtrznych Rys. 3.1.10.
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M
&QQA o[V, Re
A
Re
Rys. 3.1.11.

l.n=r+s-3t=5+4-3-3=0
2. Obliczenie reakc;ji

- prawa belka:
> Mg = 0; ql-31-3ql-l—Rg,-1=0 Rgy, =0

ZFly:O; REy+RF_3CIl+ql:O RFIqu

- Ssrodkowa belka:
YMpy=0; —Rgy-l+4ql?>+4ql-1-Rg,-1=0 R, =8ql

XFy =0; Rcy + Rp—Rpy, +4ql =0 R, = —12ql
LFix=0; Rcx —Regx =0 RCx=‘/§ql

)

160



- lewa belka:

XMp) =0;

MA == _18 qlz

_MA - qu - l_RCy b Zl == 0

X

qix1)

e o

t

I N N = I

=TT

| Ml N N N N N N N N A |

N N =T N N = I

/
@® [ql]

ST T T T T T T T T 17T T T T T T°T

Rys. 3.1.12.

161



Przedziat GF 0 < x; < 31

Q(x1):2_q R (x)zqu1
X, 3l ) = 73

1 1 2¢qx q
T() =—ql+5q0a) x =—ql+5 -0 =—ql+

T(x; =0)=—ql T(xlzgl):—%ql
T(x; = 31) = 2ql

T(x1) =0 —>—ql+§'2§%'x1=0 - 3ql* —qx,® =
g x1 = \/El
g
%A B 1 e e i o
£ VNl ek s
2q/ mr T(]/
21 31 21

e
~
-
Y

Rys. 3.1.13.

% 2] I13qu
I ’rﬂl N :
il m=
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T - 7 : ’T gl

M. 4qi°_ Rev
( A B .RB‘-
Ax
b 1o
R-{r
Rys.3.1.14.
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30

Rys.3.1.15.

h)

4ql

DAW
S
1
R, i
A
3
B3
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27

Rys.3.1.16.
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Rys.3.1.18.
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5
br
AL

Rys.3.1.19.

RC\

C'
alr &
2] 3(], lR(‘ ?RD
2q :
R m=q
=y [Z%/ﬂ/v/; ! IBl’\’Y\jf\f\ R,“
?RC\
R{r B

Rys.3.1.20.

2ql

q
..LC D&IIIIEV"&E

3ql ¢ ql ?3611

@) [q1]

() a7’

| @[qf]

“*L;i.mu)/i ©

Rys.3.1.21.
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3.2. Rozwiazania zadan z rozdzialu 2.5.2.

a)
B %
|
| e
dql?
-
Ty F G
C D —
} :’_‘ 2ql1
| -
| 1
| ::‘ ~|
| ] 3
-
| ~l
| —
| —
A —bB
A A -
y 21 e B . 8
Rys.3.2.1.
24 . 241
‘ . L
|
} - 2ql
q F4qi- . é | q 4 14qr* r
e D T -
R {1l
| \ B
| \ B
I
| | =
\ } 7
% g =B L gl ”4’; :AB
TRAJ' Wf:ex TZ ql  2q1 ¢
; 21 P SR 4 2 L, @, 0
Rys.3.2.2.

Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 3.2.3.
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42§ o 2 o 2 mrE
L =i
SR : ESQN==
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(T) [al] == W1 B &
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e
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Rys. 3.2.3.
T 2q14
r4ql~
T4{11 quT
N
= /W/AW 1 i
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Rys. 3.2.4.
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240 ] 2q0 ]
= 4q1° 4q1*
! ¢ Re Re c DY g 2
T4(11 lRc.v R(,.T = 2(11T 4ql 4qlL 441T § 2ql
N 24 ; 201
My |4 Ru = 14qr7, |4 %l =
x " |
Rﬂ 6(11
l 1 l l
Rys.3.2.5.
Wykresy sil wewngtrznych przedstawiono na Rys. 3.2.6.
2
4 - 4 4
I d
[ 2 % @[T 6~
4 LTI T A S
2 2
q (G o)
(T)[ql] (N)[4ql]
4 FaN P 6
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2ql
4ql?
o o JLTEICTEEITE o
T —F [ ]
2q1 | . T—
[
| | S
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o El
NS — | ES
| |
—bl |
—bl |
2q1 —-: : &
_Hl i o
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_.l G :
_.|A RB.\' J
A P ‘
lR_-J TRBI‘
I } I } In ’ ¥ 2"' I
Rys. 3.2.7

1. Stopien statycznej niewyznaczalno$cin =r +s—-3t=3+6-3-3=0

2. Obliczenie reakcji

XMy =0; Rpy-2l—2ql-1—2ql-1—2ql-3l+4ql>=0
RBy = 3ql

ZFly=O, RBy+ZCIl—2ql—RA=0 RA=3ql

Aby wyznaczy¢ sity w przegubie C oraz site w Sciagu DE rame podzielono
na uktady przedstawione na Rys. 3.2.8. uwzgledniajac wzajemne oddzialy-
wanie poszczegolnych uktadow.
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- rama prawa:

ZM(C)=0; RBy'l_RBx'4l_2ql'

YFy, =0, R, —Rcy—2ql=0

20+ N-20=0 N=>ql

RCy == ql

5
Rex = qu

- '*k
; 5
l
l
l
N )& il
l
l
|
[ -
| o
]
]
A v
TRB,:-

i 21
t

YF, =0; —R.x —Rg, + N =0
4gi?
f—> (‘jﬂ\‘ Ree ¢
,,,,, —— ——
2q1 } RC_\- Rﬁ[ | 1
|
|
|
|
|
D N
|
|
|
2q1 j Ny E_N
~
- -
~
e
VAN
lR;
T V
Rys. 3.2.8.

Uktad sit czynnych i biernych dziatajacych na analizowang rame:
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4ql*
***** . Ao LD
L’:ﬂ | q! {ql A S 5
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) IE
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)4 B} 24!
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Rys. 3.2.9.

Poprawnos¢ analizy potwierdzita rtéwnowaga momentéw w wezle F. Wykre-
sy sit wewnetrznych przedstawiono na Rys. 3.2.10.

171



‘ 3

3 \I@HHHGIIW e
_1 i Fi 4 . .
o= =
= PPN = CRTTITETIRE
@ fal + BN
— iFAS i P
2 135
3 M@LM
7a 1?‘/ 1
Wezel F
4qi°
55 3qP
[aV]
A Q)
Rys. 3.2.10.
d)
q gl
T, r”)
C E
20
Hegd
D-q—q -
20
Am 7‘
) 31 i 31 ] 41 8
Rys. 3.2.11.

172



6ql

gl’
q x
g e Rec E
7~ G T -|; ‘ E
R Re \
|
B~ ﬂ o D\.ﬁ]
|
“TRRTRRIRRRRR ‘
|
RBT |
Ri-—&@ M.
RA_]‘T
) 31 ) 31 ] ’ 41 ol
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Rys. 3.2.14.

Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na Rys. 3.2.15.
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3.3. Rozwiagzania zadan z rozdzialu 2.6.2.

Zadanie 1.
Rozwigzanie:

Stopien statycznej niewyznaczalnosci rozpatrywanej kratownicy wyznaczy-

myzewzorw:n=r+p—-2w=3+17-2°10=0

LS
-

2P 4P
2 3 3 7¢ 9 4P
RI.\‘ 1 o o
A 7 6 g i -
R ?
v Y L I L ! L ! vRM
A 7 7 7 7
Rys. 3.3.1.
®
Ns-3 i Ns_7
#Ns—ﬁ'
4P
N’?—S ® Np;g
o
No—to
Ns_ Ne- N N
New @ Noee 6-¢ (6 6-8 7-6 7-8
Nio-7 | Nio-s
No-7 (9 4P ®
Na-¢ Nio-8 e
No-10 -
Rys. 3.3.2.
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Rekcje podpor (Rys. 3.3.1.) wyznaczymy z ogélnych rownan réwnowagi jak

dla ptaskiego uktadu sit.

My =0 —> —2P-1—2P-3l —4P -3l + Ryy -4l+ 4P -1 =0
— R10 = 4Pp

JFy = 0 - Rixy-4P =0 —> Ry, = 4P

5Fy, =0 — —2P + Ry -2P-4P + Rjg =0 — Ry, = 4P

Na Rys.3.3.1. zaznaczono wszystkie prety zerowe.

Wyznaczenie sit w pretach kratownicy (Rys.3.3.2.):

Wezet 1
Ny_,=0

V2
sina = cosa = —

XFy =0 Ny_ssina + Ry, + Ny, = 0 — Ny_s= —4V2P
2Fy =0 Ny_zcosa + Ny +Ry,, =0 > Ny_,=0

Wezet 4
Ny3=0

ZFix == O - N4_1 + N4-—6 == 0 - N4-—6 == 0

Wezet 3
V2

sina = cosa = 7

ZF = 0 _N3_1Sina_2P_N3_6Sina _N3_4 = 0 d N3—6 = 2\/§P

iy
YF, = 0 —Ny_3—N3_jcosa + Nz_g+ N3_gcosa = 0 — N;_g=—6P

Wezet 5
Ns_¢ =0

SF, =0 — Ne_3+Ng; =0 — Ng_,=—6P
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Wezet 6
, V2
Sina = cosa = 7
SF, = 0 Ng_ssina + Ng_,sina +Ng_s = 0 — Ng_; = — 22 P
ZFL = 0 —N6_4—N6_3605a + N6—8 + N6_7C05a = 0 d N6—8 = 4’P

Wezet 8
ZFly - O N8—7 - 2P - 0 — N8—7 - 2P

2Fy =0 —Ng_g+ Ng_10=0 = Ng_10 =4P

Wezet 7
. V2
sina = cosa = —
2Fy, =0  —N;_gsina — 4P — N;_qosina —N;_g = 0

ZFix = 0 —N7_5—N7_6COSCZ + N7_9+N7_10C050( = 0

Sprawdzenie:

Wezet 9
JFiyy =—Ng_,-4P =4P —4P =0
JFy =-Ng_10 = 0
Wezet 10

_ V2
sina = cosa = —

V2
2Fy, = —Njg_g — Nyg_ycosa = —4P + 4\/§P7 =0
V2

EFiy = RlO + N10_9 + N10_7Sina = 4‘P —4‘\/§P7 = 0
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Zadanie 2.

Stopien statycznej niewyznaczalno$ci rozpatrywanej kratownicy: n = r +
p—2w=3+17-2+10=0

2P 4P
2 15 a7 g 4P
: -
|
\
\ -
R 11/ 0 (I,‘ 10 X
Ny 4 6 7 8 AN
Ry i
% T L ! % ! L I I/RIO
A 7 A A 7
Rys.3.3.3.

Rekcje podpor (Rys. 3.3.3.) wyznaczymy z ogélnych réwnan rownowagi jak
dla ptaskiego uktadu sit.
My =0 —- —2P-1—2P-3l —4P -3l + Ry -4l+ 4P-1=0

— Ryy = 4P
SFi, =0 — Ryy-4P =0 — Ry, = 4P
SF, =0 — —2P + Ry, -2P-4P + Rjy =0 — Ry, = 4P

Na Rys. 3.3.3. zaznaczono wszystkie prety zerowe.

W celu wyznaczenia sit w petach 5-7, 6-7, 6-8 przecigto kratownicg na dwie
czescei przekrojem I-I (Rys.3.3.4.).

I-I
2P 4P
2 f3 5 Nsr B le-,' Ve 9 4P
(08
Ng~
N~
RI\ 1 o (17 - Nos 8 10
@ 4 6  Nas 6
T 2p 71
R,y TRM
Rys.3.3.4.

178



Roéwnania rownowagi dla prawej czesci kratownicy (Rys. 3.3.4.):

. V2
sina = 7

XM; =0 - —Ng_g-l+Rio-1=0 - Ne_g=4P

YMg=0 - Ns_y-l+Ry-2l+4P - 1—4P - 1—2P-1=0 -
N5_; = —6P

2Fiy, =0 > Ryyg— Ng_7-sina—4P —2P =0 - Ny, = —2v2P
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